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INTRODUCTION

Bien quc la diffraction des électrons par un cristal ait &té& découverte il y
a plus de 50 ans en méme temps que celle des rayons X, elle n'a pas &té aussi
largement utilisée que cette Jernidre pour les &tudes structurales. Si 1'on fait
exception des importants développements dus 3 Vainsthein (l) la contribution dela
technique de diffraction des électrons a &té assez faible. Ceci &tait d@ 2 un cer-
tain nombre de désavantages difficiles 3 surmonter car 1l'interaction électron
matidre est forte. Ainsi cette interaction doit &tre traitée de manidre dynamique
pour étre interprétée et il n'y a pas en gén&ral de relation simple entre les
amplitudes diffractées (ocu leur phase) et la structure. De pluslatransparence de
l1a matiére aux électrons étant limit&e (100 - 1000 ;) il est difficile d'obtenir
des échantillons suffisamment uniformes (en &paisseur et en orientation) pour pro=
duire des résultats capables d'étre confrontés 2 la théorie. C'est ainsi que les
théories de la diffracticn d'électrons se sont essentiellepent développdes pour
expliquer les images obtenuec au microscope &lectronique en transmission (MET)
dans un mode d'observation simple 2 deux faisceaux prépondérants. Ce mode a2 permis
tout le développement des études sur les défauts et leur caractérisation géométri-

que expérimentale (vecteurs de faute, vecteurs de Burgers....).

Des effets plus subtils (potentiels critiques) et la nécessité d'expliquer
les images obtenues avec des Electrons de plus haute énergie ont conduit aux deve-
loppements de la théorie 2 N ondes. Parallilement 1'amélioration de la résolution
1'apparition des premi2res images de structure, et le développement du microscope
2 balayage en transmission entrainaient 1'apparition d'une approche différente de
la diffraction des Electrons basée sur 1'optique physique d&veloppée essentielle-
ment par 1'école australienne de M. Cowley. Depuis de nombreux auteurs ont mon-~
tré 1'équivalence de ces deux approches, leurs mérites respectifs et ont fait
ressortir les différents niveaux d'approximation requis.
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Pour notre part, nous nous contenterons de déduire les &quations de base
donnant 1'onde 3 la sortie de la lame dans les deux types d'approche pour un
cristal parfait et de montrer leur &quivalence. Nous envisagerons ensuite le

cas plus complexe du cristal imparfait dans ces deux approches.

Dans tous les cas nous nous limiterons 3 la diffraction des &lectrons de
haute &nergie ( > 50 keV) car la diffraction des &lectrons lents requiert une

approche spécifique, la rétrodiffusion ne pouvant y étre négligée.

De nombreuses revues sur la diffraction dynamique des électrons ont &té
écrites récemment. Citons par exemple les livres "Diffraction Physics" (2) et,
"Electron Diffraction 1927-1977" (3). '

LES DIFFERENTES HYPOTHESES DE BASE

La propagation d'une particule (électrons) dans un potentiel scalaire quel-
conque ¢(T) se traite en résolvant 1'équation de Schrddinger avec les conditions
aux limites appropries. D&s maintenant cependant nous allons nous restreindre

par souci de simplification 3 un certain nombre de ronditions :

a) Nous consid&rons uniquement un potentiel non dépendant du temps négligeant

ainsi les diffusions in&lastiques. Bien que la théorie dynamique de la diffrac- [
tion compte tenu des phénomenes inélastiques peut &tre déduite d'une Eéquation

de Shrodinger dépendante du temps sous la forme proposée par Yosnioka (4), trés ‘
peu de travaux ont &té gffectués dans cette direction (5). Cependant 1l'effet des
inélastiques sur la diffraction &lastique peut &tre inclue de manidre phénoméno-

logique en introduisant un potentiel ¢(r) complexe. Ce traitement a &té justi-

fié par Yoshioka (4) et d'autres (6) et ce potentiel est souvent appelé poten-

tiel optique soit ¢cpt (;) = ¢(F) + i ¢'(r) par analogie avec 1'emploi d'une

constante diélectrique complexe en optique ou en diffraction de rayons X. Beau-

coup d'effurts ont Eté faits pour comprendre le sens physique des parties réel-

les et imaginaires de ce potentiel et d'en donner une bonne estimation. En prim~

cipe le potentiel réel ¢(T) doit représenter 1'interaction coulombienne plus

1'échange : cependant le terme d'échange est négligeable 2 haute &nergie (7) et
le cristal est essentiellement coulombien. Mais les électrons rapides 'voient"
le potentiel cristallin total, celui-ci incluant les effets de liaisons de 1'é~
tat solide et les effets d'&change et de corrélation entre Electrons du solide.
Ainsi le facteur de structure atomique de Born, f.» souvent introduit comme des-
cription de ¢(¥) n'en est qu'une premidre approximation et il faudrait y ajou-
ter les effets de liaison. Ceci revient 2 dire que le potentiel du cristal n'est
pas égal 2 la somme des potentiels d'atomes isol&s centrés sur les positionms
atomiques. Ces effets bien que déj2 mis en E&vidence par mesure des potentiels

critiques (8) rastent cependant faibles pour pouvoir étre d'habitude négligés.
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Lz partie imaginaire ¢'(r) est caractérisée dans le cristal par ses coef-
ficients de Fourier ¢'° et ¢ '8 correspondant au vecteur de diffraction g. La
partie centrale ¢'° décrit 1'absorption des élastiques avec un libre parcours
moyen Ab : la constante diélectrique complexe donne ume bonne approximation de
ce terme et elle représente des modes d'excitation collectifs tels que les
plasmons (9). D'un autre cdté la partie anormale ¢'g provient surtout des dif-
fusions & grand angle par phonons comme 1'ont montré Hall et Hirsch (10). Deux
tables différentes de ¢'g ont &té calculées : celle de Humphreyset Hirsch (11)
et celle de Radi (12). Ces calculs conduisent tous 2 des ordres de grandeur tels
que ¢'(F) ~ 0,1 ¢ (D).

b) Les vibrations atomiques thermiques déj3a incluses dans 1la partie imaginaire
du potentiel affectent &galement la partie réelle. Un potentiel moyen <¢(¥)>
est d'ordinaire introduit par convolution avec la fonction de distribution des
vibrations thermiques. Dans un cristal les coefficients de Fourier ¢g sont alors
3 multiplier par le facteur de Debye Waller usuel., Des calculs dynamiques exacts
incluant les vibrations du cristal n'ont jamais &té tentés excepté un seul cas
(13) : les vibrations du cristal peuvent en effet €tre simulées par des déplace-

ments al&atoires au cours d'un calcul utilisant la méthode multicouche.

c) Les effets relativistes doivent étre inclus. Pour cela il a été montré qu'il
etait suffisant d'inclure dans les équations non relativistes les expressions
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relativistes pour la masse de 1'Electron m et le vecteur d'onde k.

Enfin nous allons voir que dans toutes les approches nous pouvons faire
une simplification fondamentale avec les électrons de haute &nergie : c'est

1'approximation de diffusion vers l'avant. La forme particuliére du potentiel

centré autour de chaque atome (rayon d'action » a) et l'ordre de grandeur de X
sont tels (A << a) que la diffusion présente un pic trés important vers 1l'avant
et nous pouvons négliger les retrodiffusé&s. Ceci permettra d'une part d'é&liminer
dars les solutions les ondes présentant des composantes selon le vecteur inci-

dent négatives rétrodiffusées et d'autre part d'effectuer 1l'approximation de

Fresnel.

CRISTAL PARFAIT

1 - Introduction

Bien qu'un cristal réel contienne de nombreux défauts il est souvent pos-
sible de considérer (petite dimension par exemple) que le cristal se comporte
comme un cristal parfait idéal, c'est~3-dire un milieu tridimentionnel stric-
tement périodique. Dés 1'abord cependant nous nous apercevons qu'une dimension
en général le long de la propagation des électrons (soit 1'axe z) est trés limi~

tée. L'épaisseur de 1'échantillon z &tant cependant grande devant les distances




atomiques et a fortiori la longueur d'onde, les perturbations dues aux surfaces
seront négligées (ondes Eévanescentes et extension du potentiel endehors du cris-
tal). Il n'en reste pas moins que le milieu n'étant pas infini dams cette lirec-
tion les points du réseau réciproque qui définissent les directions possibles
de diffraction sont allongés parallélement a z. Le facteur de forme en bitonmnet
S(ﬁ) est égal 3 la T.F. de la fonction volume V(;).Les conditions de diffraction
seront obtenues pour une incidence donnée des électroms ; par la conmstruction
d'Ewald (fig. 1) : les vecteurs d'onde aprés diffusion &lastique par le cristal
sont donnés par 1'intersection de la sphdre d'E-

[Axe e e <u.vow > wald de ‘rayon % avec les batonnets S(u). Tout le

.._-"_C_:.n stal probléme de la théorie de ladiffraction dynamique
ii revient maintenant 3 calculer les amplitudes et
i\ phases de ces divers faisceaux 3 la sortie de la

| \ lame, ou ce qui revient au méme la fonction d'on-
\ >

‘ \ de complexe Vo(x,z) sur la face de sortie de la

|

I
\ 6i sratey 1@me. Pour cela nous utiliserons successivement
¢

. . " : ] "= : ! ane”!
¢fﬁ§;‘-,._i__l——”' strate les approches "optique” et "mécanique Quantique .
’

0 & éz n&unﬁ L'espace réciproque est ainsi rendu discret et la

décomposition en série de Fourier de b, sera na-

Fig. 1. Construction des turelle. De plus le rayon de la sphére d'Ewald
faisceaux diffractés par un
cristal parfait d'é&paisseur
z. notable se trouveront étre celles données par un

étant grand les seules ondes excitées de manidre

seul plan (hkl) du réseau réciproque, proche de
-
la normale 3 k.

2 - L'approche "optique physique"

Cette approche permet une compréhension globale du phénomine. Elle fut dé-
veloppée par Cowley en 1957 de maniére intuitive en supposant que la propagation
des E&lectrons pouvait se traiter de fagon quasi classique. Jusqu'3 une date ré-
cente le lien entre cette approche et la nature exacte des approximations uti-
lisées n'était pas bien compris. Cependant les travaux de Goodman et Moodie (14)
et surtout de Van Dyck (15) devaient &clairer et justifier cette approche. Aus-
si est-il intéressant de la traiter compl&tement dans le cadre d'une approche
clagsique réservant 3 plus tard une démonstration plus rigoureuse 2 partir de

la mécanique quantique.

2.1, Formulation de base. Utilisant la formulation classique du phénoméne de

propagation au sens de Kirchkoff valable pour toute équation d'onde de la forme

¢+ k% ) = 0 [1]
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¥ (x,z) se propageant principaleme:rt selon la direction z se déduit de 1'onde

?(i,O) par une opération de convolution. Posant ¥(%,2) = exp ikz T(;,z) pour

sortir les principales variations en z, la propagation de ¥ est donnée par 1'é-

quation en T :

1(X,2) = - ﬁ exp (in -;‘2/“) * 1(;,0) = P(x,2) *1(;,0) [2]

X
ou dans 1'espace réciproque

A(h,2) = exp (inr 2z u2) . (0,0 = T @,2) . D1,0) (3]

Nous appellerons P la fonction de propagationm.

Décomposons par la pensée un objet tridimensionnel &clairé par une onde

(0)

d'entrée plane v

= exp ikz en une série de lames successives d'épaisseur bz,.

Projetons également toute la matiére contenue dans une lamelle i sur un plan et

supposons que l'interaction electrons-matiére se traduise par une tra.sparence

Ti (:}). L'épaisseur de la lame étant trés faible 1'approximation de Glauber de

1'objet de phase est valable et fournit 1l'expression de cette transparence soit

Ti(;) = exp i xi(;) [4]
z3 -+ ->
avec xi(?:) = - 4:7 fz.l-Az e ¢ (x,z2) dz = - c¢§ (x) Az:.L {5]
i1

(e ¢ ou 0¢P sont négatifs pour les Electrons).

¢ est la constante d'interaction tr&s souvent utilisée dans la littérature.

Quelques expressions en sont ¢ = .ﬁ% «f.

1'électron relativiste).

2nmyel (c

est 1'énergie totale de
h2

¢§(x) est le potentiel projeté moyenné sur 1'Epaisseur bz;.

xTol® aTg(D) xTj~g(D 17i(T)

S P R |

M lames
onde 82i onde
emtrante sortante
omm——
)
Ve
P (D) lory(M lop;(M oA (D)
— 2 —
Fig. 2 : Schéms de la décomposition en

couches successives d'un objet d'é&pais-
seur z. T;(X) est la fonction de trans-
mission du plan i et P;(x) le propaga-
teur entre le plan iet i -1,

L'onde 3 1a sortie d'une lame i d'é~

paisseur trds faible est postulée €tre

égale 2 l'action séparée d'une trans-

mission puis d'une propagation soit :

-+ ) > -+

‘i’i(X) - fi(x) .[‘i’i_l(x) iPi(x,Azi)]

soit sous forme plus explicite :
-+ . P> b

¥, (x) = exp -ic¢; (x) Az, ¥, ;) =

X

: ->

-ﬁzl- exp (im xZ/AAzi)] [e]
c

ou dans le réseau réciproque apras

Transformée de Fourier :

ol -+ -
¥, (-t:) = TF [exp-ic ¢§(x) 8z;1 % [¥,_;(u) . exp (=im Mz, 'ﬁz)] (7]
u
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L'application successive des formules de recurrence [6] ou [7] sur les M
lames avec M bz, = 2 fournit 1'onde 3@ la sortie. La propagation est multiplica-
tive dans 1l'espace réciproque, alors que la transmission l'est dams 1l'espace
réel. Cette dualité peut étre exploitée dans les calculs numériques pour suppri-
mer les opérations de convolution en travaillant alternativement dans 1l'espace

réel et réciproque.

2.2. Cas du milieu périodique. Pour un cristal périodique les opérations de
convolution se réduisent 3 des sommes d'éléments discrets. De plus pour simpli-
fier il est agréable d'opérer sur des lamelles identiques (&paisseur et poten-
tiel projetd) : alors (7) se réduit 3 :

(1) . (i-1)
= . 8
Yo exp 2ri Az s, 11; e-h h (8]

oﬁ‘? est 1'Elément p de la transformée de Fourier de la transmission de phase
-> -> :

pure [4], et sg - - %- g . 8. Cette valeur est approximativement égale 3 1'éEcart

3 la position de Bragg du point de diffraction G ou la distance de ce point 3 la

sphére d'Ewald paralldlement 3 z.

Lorsque le vecteur incident est paralliéle 3 un axe de zone <u, v, w> du
cristal (condition de Laue symétrique) les atomes forment des rangées pér.odi-
ques paralléles 3 k et il est aisé de découper le cristal en lamelles identiques
ne variant pas avec (i). Cependant 1'&paisseur d'une lamelle n'est pas obliga-
toirement liée 3 la périodicité le long de 1l'axe de zone puisqu'onutilise un
potentiel projeté : elle doit &tre la plus faible possible comme nous le verrons
plus tard mais les impératifs de calculs numériques limitent cette valeur 3 quel-

ques anygstroms.

Si maintenant nous nous &cartons d'une orientation cristallographique sim-
ple, les lamelles peuvent se d&duire simplement 1'une de 1'autre par ume trans-
lation perpendiculaire 2 z. Dans ces conditicns [8] censerve la méme forme mais
s_ devient :

8
A b d

5. = 7 8- (8" %) (9]

Cette valeur de 'g est encore approximativement égale 2 la distance du

L

point G 8 la sphdre d'Ewald dans le cas d'un faisceau incliné (fig. 3).

Enfin il est &galement possible de faire varier la fonction de transmis-
sion Ti(;) d'une lamelle 3 l'autre. Nous pouvons ainsi introduire des dé&fauts
plans paralliles 2 1a face d'entrée (faute d'empilement, médcles, joints). Mais
nous pouvons également tenir compte des effets des zones de Laue supérieures
sur les noeuds du plan (hkl) passant par l'origirne : pour cela il faut effec-

tuer un découpage en lamelles plus petites que la périodicité du cristal




le long de <u, v, w>.
épals (23).

onde incidente
“ laxe de zone <u,v,w>

!
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/
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[
/
]
/ Sphe
phére
Mﬁm’
0__— W sg
a Plan
l 9 S (hkn)
1z
T ., 3, Schéma montrant la défi-

n.tion de 1'écart 2 la position
de Bragg, sg, selon z pour un
faisceau incident k et un axe
de zone <u,v,w>.

Cependant cette apnroche est limitée 3 des cristaux peu

3 - Approche par la mécanique quantique

Le point de départ initial de cette
approche reste 1'équation de Schr.odinger
indépendante du temps pour les raisons que
nous avons déja exposées plus haut. Cepen-
dant 1'approximation de diffusion vers 1'a-

vant permet déj3 de simplifier sa forme.
3.1. Approximation de diffusion vers 1'avant

Ecrivons 1'&quation de Schrodinger sous
la forme :
" ooy A¥(r) + e ¢(r) ¥(r) =E Y(r) [10]

2
ol ¢(r) est le potentiel optique du cris-
tal précédemment discuté&. Dans le vide les
états propres d'énergie E sont les ondes

-+ >

planes exp (i k r) ou le vecteur d'onde
k .
= E. Dans un mi- |
2my
lieu quelcongue nous pouvons sans restrein-

vérifie la condition

dre la généralité poser que le milieu module
la fonction d'onde dans le vide dirigée au

voisinage de z soit :

W(;) =expikaz t(x,2) [11]

Alors [10] devient en négligeant les dérivées secondes en z de r(;,z) :

ai:- (%,z) = -ﬁ- 83 1-(;,2) - io ¢(X,2) 1(,2) [12]

ol nous avons utilisé la constante d'interaction ¢ précédemment dé&finie. Négli-~

-
ger les dérivées secondes en z de 1t(x,z) revient 3 négliger la rétrodiffusion

(16) : en effet cela veut dire que T varie lentement avec z et que l'on peut

négliger le "raoyon de courbure" en

Deux méthodes peuvent ensuite

->

tout point x.

étre utilisées pour résoudre [12] dans un

cristal:1la méthode des ondes de Bloch et la méthode des ondes plamnes couplées.

3.2, Méthode des ondes de Bloch.

Généralisant le premier traitement de la diffraction dynamique des &élec-

trons de Bethe (17) une solution de [12] dans un milieu périodique est donnée

par une somme de N ondes de Bloch chacune d'elles étant une somme d'onies planes

soit :
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L3 -> -
exp 1 k(J)

‘{V(J) (;) . écg(.]) . T exp 2ri g - T [13]

et le potentiel périodique peut se mettre sous la forme :

- - > >
0¢ (r) =c I ¢_ wexp 2ri g.r ==L U exp 271 g.r [14]
g 8 g 8
e ¢ Y
en posant U = - = - —a ,
po g v o e

Toutes les ondes de Bloch ont la méme énergie totale (» k2) et la méme com-

posante transversale k(J) pour satisfaire aux conditions aux limites 2 1'entrée.
x

Ainsi seule la composante k-zu) (supposée normale 3 la face d'entrée de la lame)
différe d'une onde de Bloch 2 1l'autre. Le lieu des extrémités des vecteurs k(J)
possibles s'appelle la "surface de dispersion” : elle comprend un nombre de

nappes égal au nombre total d'ondes de Bloch considérées (fig. 4).

normale aux faces Nous négligerons dans
'- la suite des effets de ré-
| e Branchel .
K fraction dii au potentiel

3 moyen du cristal, U,, et
4 qui introduisenr un déphasa-
Branche j ge fixe de toutes les ondes.
__Posons : . [is5] |
@D - yjam = ) - X
et reprenons [12] en utili-

sant 713) et [14] il vient :

'277’ 27 ¢ (y(j)-sg) Céj) exp(;(j)+
4

: (3) .
Fig, 4 : Vecteurs d'onde k pouvant se propa- > (N

ger danz le cristal et définition de Y(J). On 2“3)'1' é 121 uc exp
retrouve en KK' 1'écart 3 la position de Bragg,

-P(-) -> -> -
5 (k' + 2ng+2n h) r = 0 [16]

Cette relation ne peut &tre satisfaite que si tous les coefficients d'expo-

nentielles identiques obeissent 3 la relation :

(3) () (3)
2 - c’ - Tt u_, C =0 17)
P e G boogh 8 [
Les &quations linéaires couplées [17] sont de forme standard et représen-
tent 1'équation aux valeurs propres d'une matrice hermitique X (N par N si on

considére N faisceaux).

Eneffetona: s C = 27y T en notation matricielle, avec le terme général

de lamatrice 3 , a,, = U _pour i ¢ j et 8, =21 s

+ U . Cette matrice est
ij  “giey ;" o

1




hermitique puisque, en 1'absence d'absorption, le potentiel est réel, et on a

Ug = U:g' Cette matrice de diffraction peut se décomposer en deux parties soit :

A = P+U
ot P est une matrice diagonale contenant uniquement les sg. Soit une matrice de
i Batrice c¢
propagation et ¥ contenant uniquement les Ug’ soit une matrice d4'interaction.
A admet des valeurs propres réelles Y(J) et des vecteurs propres orthogo-
naux C(J) formant ainsi une base compléte. La résolution numérique de la dif-

fraction dynamique revient 3 diazgonaliser la matrice A. Cependant le probléme
n'est pas encore complétement résolu et parmi toutes les solutions possibles,
combinaisons linéaires des N ondes de Bloch, il faudra choisir celle qui satis-
fait aux conditions aux limites 3 la face d'entrée de la lame. Cette condition
donne, outre la continuité des composantes tangentielles déj3 examinée :

P LG L (18]
j=0 B - 8,0

car la fonction d'onde totale dans le cristal s'écrit :

N - v N z » - g -> -
v@ = 3 3D ¢ oo D céJ) expi & s 2 (19
j=0 j=0 8
En notation matricielle [18] s'écrit :
- . 1
C . 7(J) - 0\
CD
Mais la matrice C est unitaire car les ondes de Bloch sont orthogonales
‘ - v =t =1 ., (3 6D
et normées donc C =C  d'ol v = Co et
N N . . >, + >
v@ = 1 oz D) xp i kKD exporig. r [20]
. o 8
j=s0 g=0

Si nous regardons maintenant les conditions 3 la face de sortie (que nous
supposerons parallgle 2 1l'entrée et normale 3 z) nous obtenons de nouveau la
continuité des composantes tangentielles de sorte que l'onde 2 1la face de sortie

de cote z s'écrit 3 un facteur de phase prés :
- N N ¢ : : -> -> -
v z) = 1 1 €D ¢ exp 20t rexp i(k + 20g) . x [21]
° . ) 4
gno j =)
Lorsqu'on introduit 1'absorption en utilisant un potentiel imaginaire on
utilise souvent une méthode de perturbation car la partie imaginaire de ¢(r)

est faible devant la partie réelle. Ceci introduit une valeur propre imaginaire

y(J) + 1 q(J) qui conduit 2 des atténuations différentes des ondes de Blochet 3:
N N . . : . - -
v(x,)= £ I C () C(J)exp 27i Y(J) zZ exp - q(J)z exp i(k+2mg).x
© glo 0 o 4

[2] bis]
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(3 .. . . .
Dans q‘J) on peut distinguer 1l'absorption normale et anormale. En pratique les

vecteurs propres eux sont peu modifiés et on ne les recalcule pas.
3.3. Méthode des ondes couplées (type-Darwin).

Si nous utilisons la méthode de Darwin (18) il est utile d'écrire la fonc-
tion d'onde dans le matériau comme une somme d'ondes plames couplées dont les
amplitudes vacient avec la position z. Ceci est un artifice de calcul, ces ondes
n'ont pas de réelle existence ni dans le cristal ni méme 3 la scrtie du cristal
Jd'épaisseur z. Cevendant cette forme est agréable puisqu’elle donne directement la
décomposition en termes de Fourier de 1'onde 3 la facede sortie de la lame. Ain-

si comme 1'ont proposé Tournarie (J9) et Howie-Whelan (20) nous pouvons écrire :

- hling I
v(r) = ¢ ag(z) exp i k.r exp 2mi g .r [22])
g
Le lien avec les formules précédentes en particulier [21] se fait aisément
puisque :
N o s .

a(z) = r C (3 c (3 exp 2ni Y(J)z 23]
8 jag © g

Portant [22] dans [12] et &galant les coefficients des exponentielles il

vient :

d a (z) N

—— =2 sg 8,(2) + i z Upop ¥ (2) (24
soit en notation matricielle :

d—dz Wz) = i & .3(2) =i(;+'5).i(z) R5]

ol nous retrouvons la matrice de diffraction N x N, 2 déja définie. Ceci avec

les conditions initiales as’,O) = 68 o fournit une solution convenable du pro-
4

bléme. Notons une propriété intéressante de [25) : elle conduit 3 une solution

normalisée c'est-3-dire conservant la somme des intensités des faisceaux. En

effet :
; ]
I(z) =@ . T soit %-2’*%+%3
Comme -dl* -iF i il s'ensuit que a 0
dz ' q dz ‘

Ceci est vrai quel que soit le nombre de faisceaux N considérés. Il devient
clair avec cette formule [25] que les variations d'amplitude des ondes avec z

résultent de la somme d'un processus de propagation (P) et d'interaction (U).

L'intégration formelle de [25] fournit une solution matricielle de la

forme :
_ = = _ /I\
a(z) =exp i (P+U) z . 7(0) od a(0) = |0;
L0




Cette solution est identique 3 la forme originale de Sturkay (21). Elle
peut fournir le point de départ de séthodes numériques d'integration ou de pro-

cédés itératifs. En particulier un devéloppement de 1'exponentielle fourmi: :

- n -

W= I [iE+DI® e LR X
n=0 n=0

et 1'on obtient la relation de récurrence :

i(P + E)z 3

a = rY =g 2
an(z) = n_l(z) et ao(z) a(0) [27]
Cependant c'est 1a forme [25] qui a &té& la plus utilisée en particulier 2

2 ondes et pour les cristaux déformés.
4 - Equivalence des deux approches

Il reste maintenant 3 relier les deux apyroches et en particulier justifier
le postulat qui sert de base 3 la méthode multicouche. Cette question &tudiée en
détail par plusieurs auteurs revient 3 démontrer les formule: de récurrence [€]
et [7) ou [8] en partant de 1'équation de Schrodinger. Nous parlerons de deux
approches complém . ntaires.

£ 1. A partir de 1'&quation intégrale de Schrodinger.Cette méthode due 2 Ishizuka
et al. (22) part de la forme intégrale de 1'équation de Schrédinger pour la-
quelle on néglige la rétrodiffusion. Nous renvoyons 3 1'article original pour
plus de détails. Notons que 1'application successive de la mEthode d'intégra-
tion des phases; stationnaires permet de montrer que les formules de récurrence
[6) et [7] s'obsiennent comme formule limite pour un nombre de couches ¥ -+ =
et une &paisseur Az - O avec MAz + z. Van Dyck (23) s obtenu le méme résultat
en utilisant le formalisme de Feynman. Les formules de récurrence deviennent

valables si :
bz << k 4% [28)

ol @ est 12 distance sur laquelle le potentiel 0(;) varie lentement. Si nous
admettons que les variations de potentiel décelables sont de toutes fagons
limitées par la résoluticn d_;, alors la condition [28] se réduit 3 ia condi-

tion de validité de 1'objet de phase (voir paragraphe 5).

4.2. A partir de 1'intégration formelle. Dans le cas d'un objet périodique 1'in-
tézration formelle de [25] fournit une solution [26] dont la forme rappelle

1'expression [8]. Guidé par cette analogie il faut essayer de mettre en facteur
exp i P 4z dans 1'expression (26). Pour cela il faut développer 1'exponentielle

de matrice selon le théorédme de Zassenhaus (24) soit :
= o=

= = -
exp (I +J) = expl1 expJ exp - % (1,33 ...

s ————————
»




ainsi [26] s'écrit pour une lamelle d'&paisseur Az
(z+02) = exp i PAz exp i T8z . a(z) [29]

avec une erreur de 1'ordre de - % {p, U] Az2 ol le symbole [ ] dénote le

commutateur des deux matrices.

L'application de [29] 2 M couches fournit ainsi une solution identique 2
1'approximation multicouche. En effet nous avons pour 1'élément g de la matrice

colonne a :
N

ag(l) - exp 2vis 2z, I ah("l) [ 30]
ol qg h est 1'élément de matrice (g,h) de exp i U Az,

On montre en développant les exponentielles que cet &lément q ,h pour une

matrice infinie est 1dent1que a?g - ©t donc [30] est identique 2 [8]

. Cette approche est intéressante car elle permet d'obtenir des approxima-
tions 3 la théorie dynamique d'ordre supérieur en Az. Par exemple Van Dyck (15)
a pu optimiser 1'emplacement exact du plan sur lequel on projette la structure
pour obtenir une solution plus rapidement convergente en Az. En effet si on
€crit :

G e DI -

exp i Az-expi UexpiP Az—z [31]
3

1'erreur introduite est en Az”. La relation [3]] appliquée 2 une série de M

lames revient 3 introduire une demi-lame en début et en fin de d&coupage.

. L'erreur introduite dans le développement au 2° ordre de 1'exponentielle
est négligeable gi les termes du commutateur sont tous petits. Ceci conduit 2
une relation :

Az %} 32 Ug << 1 32]

o
avec les ordres de grandeur usuels 3 100 keV, Az << 50 A. Ainsi une Eépaisseur de

lames de 5 2 10 A pour des résolutions de 2 A est elle un bon choix pour appli-
quer la méthode multicouche.

5 = Domaine de validité des différentes approximations 3 la théorie dynamique.

La complexité de la théorie dynamique a toujours &té un obstacle 2 une in-
terprétation simple des images de cristaux : aussi différentes simplifications
ont-elles E£té tentées pour obtenir une relation plus directe entre l'onde 2 la
sortie de la lame et le potentiel optique. Nous parlerons des deux plus simples
1'objet de phase et 1'objet de phase faible.

5.1. Objet de phase. Dans 1'approche optique la formule [6] se simplifie grande-

ment si le terme de propagation est négligeable : l'objet se réduit alors 2 un




. . s . . . A
objet de phase sur toute son &paisseur. Cecil se produit si 3 Az uiax << ] ol

la fréquence maxinum introduite pour former 1'image est u___. Cette condition

peut s'@crire avec la résolution dmin
2,

2d min
A

(-] [
Une application numérique 2 100 keV et dmin = 2 A fournit Az << 200 A.

Az <<

Dans 1'approche par la mécanique quantique nous retrouvons cette méme
approximation. Il suffit dans [12] de négliger le laplacien et d'intégrer en

z ce qui fournit :
-

- -+
T(x,2) = 71(x,0) expi x(x,z) [ 34]
c'est-3~dire 1'approximation de Glauber ol le déphasage est donné par [5].

L'approximation de 1'objet de phase est trés utile car elle s'applique
aussi bien aux objets cristallins qu'amorphes.

5.2. Objet de phase faible. Le développement au premier ordre de [34 ] fournit
1'approximation cinématique ou de phase faible. Elle est analogue 3 1'approxi~-

mation de Borr au premier ordre. Pour une onde plane unité 3 1l'entrée :
- . - >
1(x,2) =1 +1 x(x,z) avez x(x,2z) donné par (5).

Cette approximation est valable si X << 1, c'est-3-dire avec les ordres de
grandeur typiques (100 keV - 2 ; résolution) pour des Epaisseurs inférieures 2
5 =20 Z selon le numéro atomique. L'utilisation d'électrons de trés haute
énergie n'améliore pas beaucoup cette limite car ¢ tend v -rs une limite %%. Ce
n'est pas le cas de 1'approximation de phase pure qui est la solution dynamique

rigoureuse quand A + O.

5.3. Ondes de Bloch 2 deux dimensions. Il faut signaler plusieurs tentatives
récentes utilis&es dans le cas de propagation des €lectrons le long des axes
cristallographiques denses. En effet les méthodes développées pour la théorie
des liaisons de valences peuvent s'y appliquer car les énergies cin&tiques
transverses des &lectrcns sont faibles. L'avantage d'un raisonnement dans
1l'espace réel est de profiter de la symétrie quasi cylindrique du potentiel
av:zour de chaque colonne atomique (potentiel "muffin tin"). Les ondes de Bloch
2 deux dimensions sont développées soit sous forme d'ondes planes (méthode APW)
ou en onde cylindriques avec un développement en moment angulaire (25). Cette
approche a8 permis de développer une vue nouvelle sur les états liés ou antiliés
le long des colonnes d'atomes (26).

EXTENSION AU CRISTAL IMPARFAIT

I1 est possible d'étendre les analyses précédentes aux potentiels non pé~

riodiques. La plupart des efforts effectués jusqu'2 maintenant se sont portés




sur les potentiels périodiques déformés par la présence de défauts. La théorie
de la perturbation au premier ordre s'avére le plus souvent inad&quate pour les

€lectrons de haute énergie et l3 encore deux approches sont possibles.
! - Approche par les ondes couplées

L'introduction d'une déformation se fait de maniére tré&s naturelle dans
les &quations couplées d'Howie et Whelan [ 24]. En effet nous définissons le nou-
veau potentiel dans le cr15ta1 déforme ¢ (r) comme &tant égal au potentiel dans
le cristal parfait au point r - R(r) ol R(?) est le vecteur déplacement de 1°' a-
tome par rapport 3 sa position dans le cristal parfait. Cette approximation

s'appelle 1'approximation de 1'ion déformable. Dans ces conditions d'aprés les

propriétés des transfo:mées de Fourier on a :
U'g(¥) - U exp - 2n ig. R(r) [35]
Si 1l'on utilise maintenant des amplitudes modifides a' (z) = a_(z) exp 27i
> 2 . g g
g.R en reportant dans [24] nous obtenons un systéme d'équations couplées :

da g(z)

. d > 2>
= ' 1 ' B’ e
I 2ni [sg + Bg(z)]a g + i Zh Uz‘h' a g avec B8 dz(g'R) [36]

g
-
pour 1l'obtention duquel nous avons négligé toutes les dérivées de R par rapport

d xety: c'est 1'approximation de la colonne qui n'est valable que pour des

déformations lentement variables avec x et y.

L'intégration du syst2me couplé [36] conduit au résultat recherché. Pour le
défaut plan (faute d'empilement, macle....) il est souvent intéressant de rai-
sonner en utilisant une &criture matricielle car le déplacement change brusque-~
ment 28 la coordonnée z du défaut plan introduisant de simples déphasages. Pour
les dislocations, les précipités cohérents... 1'intégration de [36] fournit une
bonne approximation des variations de contraste 3 longue distance du défaut. En
effet prés du coeir on ne peut plus négliger les dérivées premilres en x et y
de ag. I1 faut alors utilise- les équations de Howie et Basinski (27) :

k. +211gx ky+2 g

2 8 (3) = 211 -______L._x_'@_"'*
= ag(r) 2ni 5y ag(r) ( " ay) as(r) + i ﬁ' U s_hv(r)

->
as(r)
avec U'g donné par [35], ceci avec les mémes changements de variables que précé-
demment, se réduit 2 :

28t ) = 201 2y 40 3y - L 2 2a
=z 8 8(r) 2ni (sg + Bg) a 8(r) X [(kx+2ngx) i (ky+2wgy) ay] a 8(r)

Zfl (€3 +2ng )B + (k +2wg )Ey] +1i z Ug-h a' (;) [37]
h

L'intégration de [37] conduit 3 des calculs trés complexes dont la conver-
gence est d'ailleurs difficile car les fonctions a’(r) varient trop rapidement




prés du coeur d'un défaut.

Ainsi la méthode d'extension périodique du défaut couplée avec la mé-

thode multicouche doit &tre utilisée (28).
2 - Extension périodique

La remarque fondaentale qui conduit @ 1'extension périodique est de réa-
liser que la forme [22], ol les amplitudes des ondes diffractées a8 ne dépendent
que de z, est assez simple 3 traiter. Il faut douc essayer de se ramener méme
dans le cas d'un défaut 2 cette forme simple en rendant p&riodique 1'objet en-—
tier contenant le défaut. Ceci revient 2 chercher en un certain nombre de points
intermédiaires du réseau réciproque les amplitudes diffusées par lz défaut. Ain-
si en prenant une maille géante pour contenir le défaut, nous pouvons en résol-
vant le systdme [24], obtenir les amplitudes diffractées vers tous les points .
discrets du plan O du réseau réciproque de la maille gé&ante : bien entendu ceci

représente en fait la diffraction par un réseau de défauts identiques (fig. 5).

réflexions
principales

.-oo-;

Ll..
(b)

Fig. 5 : Extension périodique a) réseau réel projeté&, b) réseau réciproque 2
deux dimensions.

3
A

Au lieu de r&soudre [24] il est &quivalent d'employer la méthode multicou=-
che en général plus rapide et qui permet de travailler alternativement dans
1'espace réel et dans l'espace réciproque. En particulier la convolution avec
le potentiel, compliquée dans 1'espace ré&ciproque, se transforme en simple pro-
duit dans 1l'espace r&el : de plus ¢(r) dans 1'espace réel est plus approprié
car on peut utiliser une approximation de 1'ion rigide bien meilleure aux fortes
déformations. Celle-ci se définit par un potentiel &gal 2 la somme des poten-

tiels de chague atome dans le cristal distordu, soit :
- - -> > -
¢ 38 £ ormé ; ¢; [r - r, - R(D] [38]

Bien entendu cette méthode est également généralisable aux objets complite-
ment désordonnés. De plus, elle ne fait pas intervenir 1'approximation en colonne.




CONCLUSTON

La théorie dynamique de la diffraction des &lectrons bien que trés an-
cienne et développée sous de multiples aspects par de nombreux auteurs conti-
nue 2 faire 1'objet de recherches. La prise en compte d'un nombre de faisceaux
de pius en plus élevés, grice A des techniques rapides de calcul sur ordinateur
permet de simuler des images dans des conditions tré&s varifes et pour des si-
tuations jugées naguére impossibles. En particulier 1'usage généralisé de la
Transformée de Fourier Ravide 2 donné un net avantage pratique 2 la méthode
multicouche, mais d'autres algorithmes pour résoudre les équations linéaires

couplées pourraient &tre aussi puissants.
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