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RAPPORT CEA-R-5614-BERGE Luc, PESME Denis

"COLLAPSES NON AUTO-SIMILAIRES DECRITS PAR L'EQUATION DE SCHROEDINGER NON
LINEAIRE"

Sommaire - Nous présentons une méthode rapide pour obtenir les taux de contraction caractérisant les

solutions collapsantes à symétrie radiale de l'équation de Schroedinger non linéaire définie pour des

dimensions spatiales excédant une valeur critique. Nous déterminons explicitement les comportements

asymptotiques de ces solutions en résolvant Ie problème linéaire non stationnaire de l'équation de

Schoedinger non linéaire. Nous montrons que les états auto-similaires associés aux solutions

collapsantes ont une extension spatiale bornée supérieurement par un rayon limite.

1992 • Commissariat à l'Energie Atomique - France

RAPPORT CEA-R-5614 - BERGE Luc, PESME Denis

'NON SELF-SIMILAR COLLAPSES DESCRIBED BY THE NON-LINEAR SCHROEDINGER
EQUATION"

Summary - We develop a rapid method in order to find the contraction rates of the radially symmetric

collapsing solutions of the nonlinear Schroedinger equation defined for space dimensions exceeding a

threshold value. We explicitely determine the asymptotic behavior of these latter solutions by

solving the non stationary linear problem relative to the nonlinear Schroedinger equation. We show

that the self-similar states asssociated with the collapsing solutions are characterized by a spatial

extent which is bounded from the top by a cut-off radius.
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T
1. Introduction

Le collapse d'ondes est un phénomène non linéaire qui intervient dans de
nombreux domaines de la physique '~7 tels que la physique des plasmas, la turbulence
optique ou encore l'astrophysique. D décrit 1 autofocalisation dans l'espace ou dans le
temps de paquets d'ondes localisés lorsque la masse associée à ces derniers excède un
certain seuil. Parmi les systèmes dynamiques concernés par le processus de collapse,
l'équation de Schrôdinger non linéaire (NSE)

id, V + !•!-'fy i0-1^ y + y V = O (1)

où a désigne un exposant réel positif, décrit l'explosion d'une onde solitaire \|/(r,t) dont
l'amplitude diverge à l'infini en un temps fini U, pourvu que la dimension spatiale D
satisfasse l'inégalité D à 2/0. Ce dernier résultat peut être déduit de l'identité dite du
"Viriel" 4> 5 qui, dérivée de l'Eq.(l), s'exprime comme suit

et dont le membre de droite est une quantité positive pour des conditions initiales
suffisamment petites. 8 Dans I1Eq-(Z) , H désigne l'hamiltonien

(3a)

Cette intégrale d'énergie, avec l'intégrale dite de "masse ",

(3b)

sont deux invariants pour NSE (1), qui seront considérés comme étant des quantités
finies dans ce qui suit ; dans le cas de conditions initiales à énergie négative, la condition
de collapse D £ 2/o se déduit facilement de l"Eq.(2). En outre, il peut être spécifié qu'en
dimension dite "critique" D = 2/o, le collapse ne peut pas se développer si la masse
N(V) est en-deçà de la valeur seuil N(R0). 5 Ici, R0W correspond à la solution propre

stationnaire de l'Eq.(l), liée à v(r,0 par la relation vfr.O = 6'1R0W, et satisfaisant
l'équation différentielle

(-1 + r'-d^rd-l |; -f Ro4/D)Ro= O (4)
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avec les deux conditions aux limites R0O

-) r^> Jb and 3Ro(0)/3r = O. En utilisant les
relations (3a) et (4), on remarque que la solution type soliton R0 vérifie H(R0) = O.

Les états collapsants sont généralement recherchés à l'aide de la substitution
suivante

V(r,t) = (g(t))" " <t>(Ç,T) expiât - a(t) ̂ - ]

où les nouvelles variables d'espace et de temps Ç et T sont définies par

> r _ r

: s ff2(u)du
* n

(5)

(6a)

(6b)

respectivement. Dans l'équation (S), le facteur d'échelle g(t) = f(t) désigne le rayon
caractéristique d'une structure collapsante, et décroît suffisamment vite vers zéro pour
que la variable de temps transformée t tende vers l'infini à la limite t-»t» ; dans cette
limite, la solution y(r,t) s'auto-contracte, et à masse constante, son amplitude diverge à
l'infini, ce qui caractérise un état collapsant (voir figure I). Dans l'expression (5), la
valeur propre K et l'exposant a sont des constantes réelles et positives, et la quantité a(i)
correspond à la fonction positive a(t) = - 3T lng(t), soit encore

a(T)s-f tf=-gT/g. <6c)

f(t) — O

^Et = 0

Figure I : Dynamique d'auto-contraction de la solution collapsante y/fr.f j



Par convention, les indices présents dans la relation (6c) se réfèrent à la dérivation des
fonctions f(t) et g(x) par rapport aux variables indicées.

Dans le passé, 9"n l'exposant a dans l'expression (S) a longtemps été supposé
égal à DfI, à cause de l'invariance de la masse (3b). Par ailleurs, le concept de"collapse
fort" a été introduit dans la littérature soviétique 12~14 pour caractériser des collapses
pour lesquels la masse N reste concentrée dans le cœur central de la solution collapsante,
localisé prés de l'origine Ç = O. Dans le cas de collapses forts, les solutions sont

supposées être exactement auto-similaires, dans le sens où $ ne dépend pas du temps
(cette notion sera développée ultérieurement). Dans ce cas, en introduisant de telles
solutions dans l'hamiltonien (3a), on obtient l'estimation grossière H(\|f} ~

<N{v)/(g(T))2) - N2{v}/(2(g(T))2ao), de laquelle on déduit la valeur a = (1/a) en vertu
de la conservation de H. En comparant cette valeur avec D/2, on conclut qu'un collapse
fort ne peut se produire que dans le cas critique D = 2/a, et ne peut pas être réalisé dans
le cas dit "surcritique" défini pour D > 2/ff. Un autre argument pour prouver qu'un
collapse ne peut pas être fort dans ce dernier cas, repose sur l'intégrale de masse (3b) :
des solutions exactement auto-similaires conduisent à la relation

(7)

qui de toute évidence, n'est pas indépendante du temps pour D > 2/c dans le cas d'une
intégrale N{4>) finie. En conséquence, un collapse surcritique ne peut être que "faible",
12 dans le sens où sa masse n'est plus localisée au voisinage de la région du cœur (avec
une intégrale N{<|>) « (g(t))2/a'D non bornée). L'un des buts de ce rapport consiste à
réviser ces concepts de collapses fort ou faible : plus précisément, nous prouverons que
le problème du collapse faible nécessite l'introduction d'un rayon limite, appelé Cm3x(T),
au-delà duquel la solution n'est pas auto-similaire. Ces différents scenarii de collapses
fon / faible ont été confirmés par de nombreuses intégrations numériques du système
(1) ;I5'18 c'est pourquoi la valeur a = I/o de l'exposant dans la solution (5) peut être
désormais retenue pour des collapses définis en dimensions critique et surcritique.



2. Etats auto-similaires et solutions quasiment auto-similaires

En introduisant les substitutions (5) et (6) dans l'équation (1), nous obtenons
l'équation d'évolution pour la fonction propre <t>(£,T), c'est-à-dire

+ I<t»l2 a<t> + e(I;MT2>l> = 0, (8)
dt 3£ dt,

où e et ^j représentent respectivement les fonctions dépendant du temps

e«.-^ =^^ (9a)

et

M X - (9b)

Par ailleurs, en multipliant (8) par C0"1 <j> , où $ est la fonction complexe conjuguée de <)>,
et en intégrant la partie imaginaire du résultat de zéro à Ç, on obtient l'équation de
conservation de la masse N{<î>)

I <KP,T) 1 2PD-'dp

= a(D-2/a)f I <(»(p,T) |2pD-'dp. (10)
J

La solution <tK^,T) étant localisée dans l'espace, elle est supposée satisfaire les conditions
aux limites 0(£,T) -» O pour ^ -» », et 3.(J) (C=O1T) = O. Pendant une vingtaine

d'années, le problème du collapse d'ondes a consisté à déterminer la dépendance
fonctionnelle en temps du taux de contraction f(t) en résolvant correctement l'équation
différentielle a(t) = - fft, ce qui fut fait en considérant en premier lieu des solutions

exactement auto-similaires dont l'existence dans tout le domaine spatial en 4 était admise.
Par exactement auto-similaire, on signifie qu'à la limite T — ». », l'approximation dt<)> = O
peut être appliquée sur l'équation (8). Les solutions exactement auto-similaires sont alors
définies comme celles pour lesquelles la fonction a(T) atteint une value stationnaire SQ



r avec B1 —» O ; dans ce cas $(£,,1) se réduit à une solution stationnaire, notée
satisfaisant l'équation suivante

(11)

avec EO = ao2/4. Sous hypothèse auto-similaire, la valeur de !a constante O0 peut être

facilement trouvée en substituant dans la relation de conservation (10) la fonction (Jt0
évaluée sous approximation BKW : 19 lorsque pour des Ç » ÇT suffisamment grands,

les effets non linéaires localisants en 10o I peuvent être négligés, <to(Ç,Eo) s'exprime
au premier ordre par

•• C(EO) eo-1/4Ç-1/CTexpi(VËô Ç2/2), (12)

avec I C(EQ) 12 « exp (-jtX/2VÈô ). Selon la dimension spatiale du système, le résultat
ainsi obtenu change singulièrement :

i) A la dimension surcritique D > 2Ia, la solution auto-similaire est caractérisée par

une valeur non triviale de aQ, ce qui conduit au taux de contraction f(t) = -^Za0(U -1) .
Cette dépendance temporelle a été confirmée par de nombreuses simulations numériques,
d'où il apparaît que le rapport B0M. = 1 est indépendant des conditions initiales (cf. par
exemple Réf. [17]). Soulignons toutefois que dans le cas surcritique, l'Eq.(ll) est un
problème difficile de valeur propre complexe pour lequel l'existence de la solution
4>0(Ç,e0) n'a pu être mathématiquement démontrée. Dans ce qui suit, nous admettrons
simplement sur la base des observations numériques que de telles solutions auto-
similaires existent et satisfont le problème (11).

ii) A la dimension critique D = 2/a, la procédure indiquée ci-dessus conduit à O0 =
O, de sone que l'équation (11) revêt la forme d'une NSE avec un potentiel réel, et admet
pour X = I une fonction propre type soliton Ro(C) qui décroît exponentiellement comme
|-(l-D)/2e-£ quand £ tend vers l'infini. La valeur E0 = a0 = O n'est cependant pas

suffisante pour déterminer correctement la loi d'échelle f(t) parce que le terme en Ç2 dans
1'Eq.(11) s'annule à cet ordre de perturbation. Pour cette raison, il est nécessaire de
généraliser l'analyse précédente à une classe de solutions dites "quasiment" auto-
similaires définies comme suit : les solutions quasiment auto-similaires correspondent à
l'approximation adiabatique selon laquelle la fonction C(T) varie suffisamment lentement

dans le temps pour que l'égalité 9T (J) = O puisse être maintenue dans l'Eq.(8). Nous

noterons donc ces solutions quasiment auto-similaires (QAS) par tyfë,£(T)). En addition
à cette hypothèse adiabatique, nous assurerons aussi l'inégalité I a? I « a2, qui pourra
être satisfaite par les solutions obtenues ultérieurement.



r La procédure analytique utilisée par plusieurs auteurs ̂ " pour déterminer f(t) consiste
à développer cette solution QAS en un cœur central proche de RQ(^) à décroissance
rapide, correspondant au domaine ^ < ̂ T = 1/VF, et une queue asymptotique <{>T(Ç,e)
dont le domaine d'extension spatiale est l'intervalle complémentaire \ > Cj ; cette queue
asymptotique n'est rien d'autre que la fonction (12) dans laquelle la constante OQ a été
remplacée par la fonction 2Ve(t) = a(t) : la solution complète peut alors s'exprimer sous
la forme perturbée <(i0(Ç,e(T)) = c(e) [ R0(J;) + <|>T(Ç,e(T)) J. où c(e) est une fonction à
variation lente, et proche de l'uni' î, qui prend en compte la différence entre la solution
exacte 4>(Ç,t) définie pour un temps T fini, et l'état stationnaire RQ(^). Pour trouver la
dépendance en temps de C(E), on introduit ce développement de <t>0(i;,e(t)) dans
l'équation (8) que l'on multiplie par c'^^d^^RQ^))/^ ; l'intégration dans tout
l'espace de la panic réelle du résultat ainsi obtenu conduit alors, en utilisant la relation
H(Ro) = O, à l'estimation suivante

| c | 4 / D = l + e K , (13a)

avec K s (2/DN0) R0
2C13+^ et N0H N(R 0J . L'expression précédente décrit

Jo
l'évolution de la quantité I c 1 2 à une précision de l'ordre de exp-(jr/(4"VË)). Puisque la
fonction | c(e) 1 2 tend vers l'unité quand e->0 et puisque ÇT tend vers l'infini sous cette
même limite, on voit que pour n'impone quel domaine borné en Ç, la solution $ décroît
asymptotiquement en temps vers son cœur auto-similaire R0(C). Supposant la masse
N(<j>0(Ç,e)J à priori finie, on peui ensuite utiliser la relation de continuité (10) définie
pour Ç » ÇT en y insérant la solution QAS précédemment estimée : la masse échangée
entre le cœur et la queue de la solution est donnée par la relation d t N ( (J)0(^e(T)) ) =
(DK/2)£tN(<J>0(£)), et l'on obtient la relation typique d'un collapse critique

eT = -(4/DK)exp[-7t/(2VI)] (13b)

dont le membre de droite est fourni par la contribution en (2^0"1 1 <)> 1 23targ<|>) de (10).
L1EqX 13b) admet la solution approchée E(T) = Ji2/(41n2t), soit encore a(t) <= n/lm qui
tend logarithmiquemcnt vers zéro quand T tend vers l'infini. De ce comportement, on
déduit enfin le taux de contraction

<»'
récemment confirmé par des calculs numériques.



r Comme la solution auto-similaire correspondant au cas surcritique peut être
considérée comme une solution particulière parmi l'ensemble des solutions quasiment
auto-similaires (i.e., E(T) a une limite non nulle quand T — » «> en dimension surcritique,

contrairement au cas critique caractérisé par E(T) — * O dans cette même limite), la
terminologie "quasiment auto-similaire" (QAS), attachée aux solutions <KÇ,t) =
(J)0(C1E(T)) satisfaisant l'approximation 3T (j> = O, sera désormais employée pour les deux
configurations dimensionnelles critique et surcritique. Comme abordé ci-dessus, les
solutions QAS sont généralement déterminées à l'intérieur de domaines en Ç qui sont

définis en comparant le potentiel quadratique en eÇ2 avec celui en eÇT
2 de I1Eq1(S) ; en

particulier, comme le potentiel non linéaire en 1 0 1 2a peut être négligé dans l'équation (8)

pour des Ç grands, la coordonnée ÇT peut être ici regardée dans l'intervalle d'espace I;

» Max(^T,l) comme un point singulier complexe ("turning" point) qui tend à l'infini
pour D = 2/a, et reste constant quand D > 2/a. Dans cet intervalle spatial, la solution
QAS (qui correspond à l'estimation première (12)) est donnée par la fonction BKW

où le facteur d'amplitude complexe C(E) est défini explicitement par

I C(E) | = | <|>0(0,E) | exp[-JtA/4-VI + a(d - 2/o)(l + 21n2)/8VI - XargÇT/2^] (15b)

argC(E) =

-a(d-2/o)argÇT]/4VI + arg(<t»0(0,E)) (15c)

avec arg4T=(l/2)arctg[a(d-2/a)/2Aj, de sorte que <f>T(4,E) soit correctement normalisée
par rapport au cœur de la solution.

En insérant cette solution queue (IS) dans l'intégrale N(<t>) intervenant dans l'Eq.(7), on

voit aisément que la contribution de masse correspondant à <t>T(4>e) est spatialement
/*K

divergente puisque l'intégrale I<|>T(Ç>E) I2Jt0^dC se comporte comme In(^j) pour
\

un collapse critique, et comme (^/ 1 ̂ T I ) dans le cas surcritique. A tout temps fini
T, cène dernière intégrale tend vers l'infini à la limite ̂  — *. °°, ce qui est en contradiction
avec la finitude de la norme L2 N{\j/}. Pour supprimer ces divergences, il est donc

nécessaire de retenir la dérivée par rapport au temps id T 0 de 1'Eq. (8) dans la région
asymptotique où se développe la queue de la solution.
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3. Solutions non auto-similaires du problème linéaire non stationnaire

Nous considérons maintenant le problème linéaire non stationnaire (8) défini dans
le domaine spatial J; > C0 = A I CT I , où A » 1 désigne une constante d'ordre O(l). Dans
ce domaine asymptotique, l'équation (8) peut être ré-°«rite comme suit

id ,. f + 3 x
2 f + \ (x2 - X7

2Xl)' = 0 (16)

où la fonction (J>'(X,T') est la transformée de <>(4,T) donnée par la relation ij(D~1)'2<J>(i;,T) =

exp(-i — ̂ -= x2) <|>'(X,T') ; ic
32e\e

définies respectivement par

exp(-i — ̂ -= x2) <|>'(X,T') ; ici x et T' sont des nouvelles variables d'espace et de temps
32e\e

X = VSe1"^ (17a)

et

T'= f2Vëôljdu « ln(— ). (17b)
Jo g(T)

Dans I1EqXIo), les contributions infinitésimales de l'ordre de ( I aT |/a
2) ont été négligées

en vertu de l'inégalité x2 » Maxfxj2,!) » ( I fy I /a2), et XT = V2 E1/4^T correspond au
point singulier CT transformé à l'aide du changement de variable (17a). L'équation
d'évolution (16) doit alors être convenablement résolue en imposant les deux conditions
aux limites suivantes que doit satisfaire la fonction d'onde $'(X,T') :

i) ())' est une fonction propre localisée, c'est-à-dire

$'(x-»«, T') = O et 3 x <)>'(x-»°o, T') = O (18a)

ii) Dans la région x > X0 = A I XT I , <])' admet la valeur limite

f(x0(T'),f) = (I)1T(X0(T'), e) (18b)

où la fonction type BKW

avec



r ..__„.„ 1 r
représente la queue <(>T(^.E) (15) de la solution 0(J;,!) après application des diverses

transformations (17) et 0 —» 0'. Comme le dernier terme en (XT2AO de (16) constitue une

correction infinitésimale dont la dépendance en temps par rapport à T'= 2Ve(T)T est
négligeable dans le domaine asymptotique x » XT, on peut facilement prendre la
transformée de Laplace de l'Eq.(16) pour des conditions initiales arbitraires. Ceci
conduit à résoudre l'équation suivante

3X
2$' + ^(x2-xT

2)$'- û)$' = O, (19)

équation pour laquelle les définitions (|)'(x,(o) = I e-iû)'c'<t)'(x,T')dT1 avec 0'(x,T') =
Jo

(1/2Ti)J eia)T'$'(x,a>)da> ont été préalablement choisies ; dans l'intégrale précédente P

indique le contour de Laplace pour lequel la variable de Laplace complexe o> satisfait la

relation de causalité Im(O)) < O.

Cherchant uniquement des solutions convergentes pour x -» <» de façon à
satisfaire la condition (18a), nous trouvons que l*Eq.(19) admet la solution suivante

$'(x,(û)= $'T(XO,(Û)^^ (20)

avec b = O) + (xT2/4). Dans cette dernière expression, E(b,x) représente la solution
cylindrique parabolique

E(b,x) = V2 expf ̂  + T + ?] U<ïb,xe-W«)

U(b,z) B — e z2/4 J s 'b ' (1/2>exp[-zs + (s2/2)]ds. (21)
i\2jc 5

Dans la solution (21), 5 désigne le contour dans le plan complexe défini le long du

chemin -jc/2 < arg s < n/2, et le terme de phase q> est donné par <p = arg F(ib + 1/2) où

T(X) est la fonction d'Euler classique. 25 La transformée de Laplace <J>'T(XO,CO) de la

fonction limite 0'(X0,!
1), qui apparaît dans la solution (20), se calcule en introduisant la

dépendance explicite en temps de la borne X0(T
1) dans l'Eq.(18b) : en faisant ainsi et en

utilisant l'approximation T'= 2VeT, on trouve que 01T(X01O)) est donnée par la fonction

10
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avec

B(e) =

(22a)

(22b)

Dans l'expression précédente, la valeur de l'exposant v varie en fonction de la dimension
«•natiale D comme suitspatiale D comme suit

v = -i + -(A2 - ln2A- i) pour D = 2/o
z TC L

v = 0 pour D > 2/o.

(23a)

(23b)

En appliquant une analyse BKW sur l'Eq.(20) dans la limite x2 » XT2, nous
trouvons que la solution <|>'(x,co) se décompose en trois parties distinctes sous la forme
$'(x,co) = $'j (x,co) + $'n (x,co) + $'IH (X1CO), où les fonctions

$'l(x,co) = $'T(XO,(O)

- oolnx]

et

f Hi

(24a)

(24b)

(24c)

correspondent respectivement aux domaines de Laplace Icol « (\o2/4), (x0
2/4) « Icol

<<(x2/4),et I to I »(x2/4).

La queue asymptotique non auto-similaire de la solution <|>(Ç,T) peut être maintenant
calculée en prenant en compte la solution limite (22) dans l'inversion des trois
contributions de Laplace (24) de 0'(x,co), et ce, respectivement par rappon à leur

domaine de validité en co. Revenant alors aux variables d'origine (Ç,T), nous trouvons
que <(I(^,T) définie pour £ > C0 s'exprime à son tour sous la forme d'une somme de trois
contributions, à savoir <1>(Ç,T) = Oi(Ç,T) + <|>H(i;,T) + <t>in(Ç,T). La partie principale <t>i(Ç,t)
se lit comme suit

r
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X[(ijt)1+2Rev + (2VI T/i)v{y(-v,eSo
2TVi) - e2iviy-v,ie4o2t)) ] (25)

avec-y(-v,z) s I t~*wlV'dt, et
-7O

T=T - 4= In(J-). (26)
2Ve ^0

Les intégrales restantes 4>n et <t>m peuvent être évaluées dans la limite des t grands,
i.e. ln(l/g(T)) » 1 ; par des intégrations successives par parties, on obtient alors, au
premier ordre en puissances de o> » 1, les estimations suivantes :

2 + 5JC/4)]
<fn (4,t) = .Wav+ 3/2 ( e&t) + 26(4,t) ) (27a)

So

où 6 désigne la fonction complexe conjuguée de 6(4,T) définie par

6(4,T) = {(in/2) - In(I^))'1 CXp-(W)[VI^2In(UC) + jt(v + 5/4)] (27b)

avec \i = V2 e1/4g(T), et finalement

1 r
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4. Caractère local des solutions quasiment auto-similaires

Parmi les expressions (25)-(28) écrites ci-dessus, il esi particulièrement intéressant
de développer sous une forme plus explicite la fonction 0i(4/c) dans les cas critique et
surcritique :

i) Pour un collapse critique, la solution 4>i doit être développée en posant v donné

par la relation (23a) ; ce faisant, l'expression (25) s'annule exactement pour E, > 4max>
où Çmax désigne le rayon limite - "cut-off - défini par

Smax =
g(T)'

(29)

Regardant maintenant la limite opposée ^ < Jjmax, nous trouvons, en nous servant de la
relation r(v+l)F(-v) = -n/sin(vjt), que la solution (25) se simplifie sous la forme

(3Oa)

dans la limite Ç « Çmax- Dans ce dernier intervalle, l'expression (3Oa) n'est rien d'autre
que l'exacte transformée inverse de Laplace de la fonction (24a). La dépendance en
temps de <t>i dans (3Oa) provient de l'estimation au premier ordre &t = - e/T = O(-1/T)
découlant de la limite adiabatique imposée dans l'évaluation (17b) de T' = 2VE T ; cette
dépendance en temps peut toutefois être affinée en utilisant la relation exp -[7tX/(2Vë)] =
- BI = 1/(TIn3T) issue de la relation (13b), ce qui fournit une correction logarithmique à
l'estimation précédente. En prenant en compte cette correction, une intégration directe de
(Jt'l donnée par (24a) conduit à la solution

Oi (Ç, (3Ob)

dont Malkin avait déjà obtenu une forme analogue (cf. Réf. [22]), prolongée de façon
erronée dans la région Ç > Çrnav Dans les expressions (30), H(X) représente simplement
la fonction de Heaviside définie par H( x > O) = 1 et H(X < O) = O.

(31)

Par ailleurs, à la limite Ç -» ^nwx. le comportement de <j>i(£,T) est donné par

<t»l (Ç,T) - (Hv-U )sin(vji/2)/vjt)(eÇo2)"v[exp-(v;i/(2V£)] Or(^e),

13
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qui reste de l'ordre de (g(î))D^ quand ̂  atteint la borne Çmax-

ii) En posant V = O dans l'expression (25), la solution correspondant à un collapse

surcritique se simplifie sous la forme <|>i(Ç,T) = (l/2jt)()>T(^,t)[7t + 2Si(EC0
2T)] où Si(x)

représente la fonction sinus intégral Si(x) = 1 (l/t)sintdt. Passant aux limites
Jo

précédemment étudiées, cette dernière solution se réduit à

-Ç> (32)

quand Ç appartient à l'intervalle Ç < e~2^° ' Çmax. c'est-à-dire pour Ç « Çmax- Notons
à ce stade que l'expression (32) n'est rien d'autre que la solution (30) définie pour un
collapse critique, dans laquelle l'exposant v a été posé égal à zéro. Quand \ est
suffisamment proche de la borne Çmax. la solution $1 se comporte comme

[ 1 + (2/JOeC0T ], (33)

ce qui signifie que même dans cette limite, <t>i(Ç,t) reste de l'ordre de <t>r(Ç.T)-

En introduisant maintenant les solutions (27), (28), et (30), dans l'intégrale M(<|>}

= I I <t> 1 2ÇD']dÇ, nous pouvons calculer leurs contributions respectives dans la masse
%

transferrée dans le domaine asymptotique Ij0 < Ç < Çmax- Quelques intégrations directes
conduisent alors aux estimations suivantes

[V21nln(l/g(r))]4ReV[A/g(T)]D" 2/° (34a)

(34b)

(34c)

qui satisfont les inégalités M(4>n) « M{4»m) « M{<|>i} dans le cas critique (e « 1), et

M(<!>in) « M(4>Il) « Mf(J)[J dans le cas surcritique (e = const.), sous la limite g(t) «
1. Il découle de ces inégalités que la fonction <(>i(E,,t) est prépondérante dans l'intervalle

d'espace CT « ^ « Çmax sur les autres parties résiduelles 0n(^,t) and <)>ni(Ç.t).
Comme le comportement (30) a été défini dans la limite \ « Çmax. le facteur correctif

dépendant du temps [tln3T/(Tln3T)] reste toujours proche de l'unité, de sorte que
<j>l(^,T) se réduit finalement à la solution QAS (15) dans cet intervalle. En conséquence,

le comportement asymptotique de la solution complète <t>(Ç,t) est donné par son

14



r approximation QAS aussi longtemps que £ appartient au domaine Ç « £maz. Dans
l'intervalle complémentaire Ç » Çmax> 0(Ç.t)est définie par la fonction <j>(Ç,T) = 4>n(^,t)
+ <tal(£»t)> dont la dépendance en Ç assure la convergence L2 de toute la solution $ pour
tout temps T, ce qui résoud le problème de divergence spatiale qui caractérise les
solutions QAS (voir figure II).

Cœur QAS Queue QAS

\

Partie résiduelle de la queue

non auto-similaire\
Figure II : Allures des amplitudes de <t>(Ç,t) en dimension critique (trait plein
et pointillés), et en dimension surcritiaue (ligne brisée)

En termes de masses initiales, l'analyse précédente montre qu'une densité de
masse donnée, initialement localisée près de l'origine, ne peut pas se propager au-delà de
la borne Çmax- Par ailleurs, puisque l'on dispose de l'inégalité (facilement verifiable)

f
c5"",

la masse totale N{<>) est principalement donnée par l'intégrale I
Jo

l'expression (34a) de M(<j>i), on peut alors déduire les résultats suivants :

(35)

. De

N{<t»o)

i) En dimension critique D =• 2 fa, M{0i) est négligeable devant la masse centrale
s lJ , de sone que d'une pan, l'hypothèse N{<|>o) <«> posée à

priori antérieurement (voir section 2) est maintenant justifiée à posteriori, et que d'autre
pan, la masse totale N{y} = N{<))} reste localisée dans la région du cœur 4 « CT-

15



Revenant à la fonction y(r,i), les coordonnées Cj et Cm3x se transforment
réciproquement en rr(t) = (2/Vïô[(t* - t)lnln(l/(t* -1))]1/2 et rmax(t) = (2A/ji)lnln(l/(t« -

t)>, qui tendent respectivement vers zéro et vers l'infini dans la limite asymptotique t -»
t*. Cette évolution temporelle de rmax(t) peut être comprise comme correspondant au
processus physique suivant : la décroissance locale du cœur central non linéaire de
4>(Ç,i) - c(e)Ro(Ç) vers l'état stationnai» Ro(C) (avec |c(e)l ^ 1 à la limite e -» O,

comme indiqué par la relation (13a)) induit un transfert de masse uniforme dans la queue
de la solution, dont découle le comportement rmax(t)-> •».

ii) En dimension surcritique D > 2Ia, CT reste simplement constant et Çmax(0 =

(A | CT I /V2 ) (t* -1)-1/2 tend vers l'infini pour t -> t* ; ainsi, le rayon rr(t) = Ç-p/2(t* -t)

tend vers zéro dans cette même limite, tandis que rmax = A | £71 » 1 demeure constant.
Comme M(Qi) diverge à l'infini selon (gCr))2/0'D quand gCr) tend vers zéro, et puisque

N(<j>o) est d'ordre O(l), on a M($\] » N(Qo], et la masse totale N(\|/J = (g(T))D'
2/&N{0} •* (g(t))D"2'CIM{^l} se confine asymptotiquement dans la région de la queue de
la solution CT < £ < Çmax- Cette dernière propriété confirme donc l'aspect dissipatif de
la masse totale d'un collapse faible, comme attendu dans l'introduction.
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5. Conclusion

En résolvant le problème linéaire et non stationnaire (16) associé à l'équation de
Schrodingcr non linéaire (8), nous avons montré que les solutions collapsantcs à
symétrie radiale de l'équation (1) ne sont auto-similaires qu'à l'intérieur d'un domaine
d'espace borné supérieurement par Ie rayon limite Çmax(t)- Cette nouvelle propriété des
solutions collapsantes vient d'être démontrée ici pour des collapses critique et
surcritique. En ce qui concerne la solution singulière \|/(r,t) décrite par NSE (1), cela
revient à dire que mis à part le cœur collapsant situé au voisinage de l'origine r = O, il
existe aussi une queue résiduelle dont l'extension spatiale [17(1), rmax(t)] croît quand t
tend vers Ie moment du collapse t*.

En conclusion, outre la méthode directe développée en section 2 pour déterminer
les divers taux de contraction f(t) - dont la correction doublement logarithmique
caractérisant le cas critique (14) a fait l'objet de nombreux travaux pendant ces sept
dernières années (Réfs. [17] à [24]) - le résultat le plus imponant de cette analyse réside
dans la découverte de cette nouvelle propriété, selon laquelle une solution collapsante ne
peut converger vers sa limite exactement auto-similaire que dans un intervalle spatial
borné Ç « Çmax.
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