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CEA-it~35393 - GUELMAN Mauricio
SUR LA STABILITE DES SYSTEMES NON-LINEAIRE_S

Sommaire, - Dans ce travail, on étudie la stabilité absolue
des systdmes non linéaires utilisant la deuxidme méthode de
Liapounov en tenant compte des résultats acquis & partir des
travaux de V, M. Popov,

On fait d'abord un exposé des résultats déja établis, en
particulier en ce qui concerne les critéres fréquentiels de sta-
bilité absolue pour le cas d'un systdme de commande auto-
matique comportant une seule non linéarité, On a prolongé
ces résultats jusqu'a l'établissement de l'existence d'une pa-
rabole limite, . .

On fait ensuite une nouvelle utilisation des méthodes étu~
diées, établissant des critéres de stabilité absolue pour un
. gystéme comportant un type différent de non linéarité, f.‘
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CEA-R-3593 - GUELMAN Mauricio
ON THE STABILITY OF NON-LINEAR SYSTEMS

Summary, ~ A study is made of the absolute stability of non-
linear systems, using Liapounov's second method and taking
into account the results obtained from V,M,. Popov's work,
The results already established are first presented,
in particular concerning the frequency domain criterions for
absolute stability of automatic control systems containing
one single non linearity, The vesults have been extended
tc show the existence of a limiting parabola,
New use is then made of the methods studied for deri-
ving absolute stability criterions for a system containing
a different type of non linearity.
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On étudie enfin les résultats obtenus, dans lloptique de la
conjecture de Afzerman,

1968 61 p.
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Finally, the results obtained are considered from the
point of view of Alzerman's conjecture,
1968 61 p,
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SUR LA STABILITE DES SYSTEMES NON-LINEAIRES

INTRODUCTION

De treés nombreuses études ont &té faites ces dernidres années
sur les systémes non lindaires, en particulier sur les systémes de

commande en boucle fermée.

On distingue deux parties dans un systiéme de commande :

-~ la partie commandée et

- 1la partie commande.

Du point de vue pratique, on se propose d'imposer au systéme de
sulvre une loi donnée. Le probléme est, done, d'assurer la stabilité du
mouvement perturbé par toute dérive des conditions initiales et pour

toute perturbation permanente,.

Les travaux de Lur'e et AYzerman sont & la base des études
actuelles sur ce type de systémes et les théorémes de Liapounov ont été
le point de départ de toutes les recherches effectudes sur la stabilité
des systémeé Jusqu'i la publication des importants traveux de Popnvl

(1961).

Les travaux postérieurs de Jakoubovitch? et Kalman”. ont
permis de démontrer le théoréme de Popov & partilr de la théorie de
Liapounov faisant apparaltre ainsi une nouvelle voie d'approche de

ces problémes.

C'est précisément dans cette méme vole qu'a été réalisé

ce travell.




I1 est important de remarquer qu'ia la méme époque, 1l y a eu
d'autres développements intéressants, en particuliler les travaux de
sandbergt-7 qui utilisa 1'analyse fonctionnelle et obtint certains

résultats équivalents & ceux déji mentionnés.

Nous étudierons done, les systémes de commande non linéaires qui

peuvent €tre représentés comme suit :

{9

tS G s

ou G est un élément lindaire et N.L. un élément non lindaire sur la

chaine de retour.
Ie schéma que nous avons prévu pour cet exposé est le suivant :

Dans les parties 1 et 2, nous donnons sans démonstration les propositions

qul sont & la base de nos travaux.
Dans la partie 3 se trouve le lemme fondamental de Kalman et Jakoubovitch.

La partie 4 est consacrée essentiellement aux théoréme de Popov et &
ses généralisations, en particulier on y montre 1'existence d'un
cercle limite, résultat que Sendberg obtint le premier et 1l'existence
d'une parsbole limite.

Dans les parties 5 et 6 se $rouve la nouvelle utilisation que nous

faisons du lemme KY , pour un type différent de norlindarité
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Ia partie 7 est consaorée & la conjecture de ATzerman qui fournit dans
certains oas, des résultats limite que 1'on peut utiliser comme premlére
étape des études, au moins pour vérifier ultérieurement si cette con-
Jeoture est valable dans chaque cas considéré.

Dans la partie 8, on montre les applications des théorémes établis dans
les parties 4, 5 et 6.

La notation que nous utiliserons, sauf indication contraire,
sera la sulvante :

1) - Lettres majuscules : matrices réelles mxn

2) - Lettres minuscules : vecteurs réels de dimensions 7 , constants

ou variables,

&y
83 Q= (“) , on entendra par @'= @, .-, a.,) le

veoteur transposé de O.

o'b = B'a =un scalaire
ab’ = (bd)T = une matrice
ball = (aTa)2

Si A est une matrice, on entendra par AT la matrice trans-
4, ©
posée de A , et s1 I = (o."d) est 1la matrice unité, A"‘ telle que :

AA-": A-‘A'-T-' I

est la matrice inverse de A .



1 -~ LA STABILITE

Nous étudierons les systémes dynamiques décrits par un systéme

d'équations général de la forme :
@ kW= {0x®),5W,H]

® oW=@lxW),5H,L]

(D Equations d'état
@ Equations de sortie
X état du systéme, vecteur de dimension M
O Sortie du systéeme,scalaire
£ entrée du systéme ou commande, scalaire
:F fonction vectorielle
cPfonction scalaire
Nous étudierons en particulier les systémes pour lesguels
e(H- \‘b[x.(t),b]

les équations @ seront donc de la forme :

@ XU’.): {:(X,l:)

Définition 1.1

T, 4’ (kdxo:kv)

tiable en L ’

presque partout, tel que :

:On appellera solution de @ un vecteur de dimension

) 4>(4L'05 Xo, ko) = X,
ii) dé(;t-, %o, t)= § Cp(4; %s,t0)]
k

ct) est appelé aussi, trajectoire du systéme dynamique @

S'11 existe 43 avec les conditions indiquées ci-dessus, on dira
que le systéme @ est un systime dynamique continu par rapport au temps.

Définition 1.2 : Un état Xy du systime @ est un état d'équilibre si :

&(&,k):o Vi |

flt;xe,0)=%s Y& .

ou ce qui est équivalent

Soit ¢ une solution de @ . On veut étudier le comportement
du syatiéme au voisinage de d) . Pour celd : soit j un vecteur de
dimension M :

yx-@

@ devient @

»
-

@ ‘3:3(3,1)

avec (4.8= f(y+d, )~ f(d, &) et
gly.£= fy

g(o,:l:)=0

Le systéme d'équations différentielles @ est le systéme
d'équations du mouvement perturbé,

Pour unifier les notatlons, écrivons de nouveau @ avec X
et £ :

continu par rapport A tous ses arguments et différen-

]

)'<=-f(x,k) {Co, b =0

Xe=0



Définition 1.3 : L'état d'équilibre X =0 du systéme dynamique @

est stable, si pour tout €20 11 existe §=5(e, k)  telle que,
si Ixol<?
llcj:(k;&,t&ll( £ Visk

Définition 1.4 : L'état d'équilibre X=0 du systéme dynamique @D est

asymptotiquement stable si :

» Il est stable
¥ 11 existe (k)70
11 existe un nombre réel 'T(rl, Xo, )

($Ck;xo by ¥ EzbaT

Définition 1.5 : La stabilité est uniforme si § (dans 1.3) est indépendant
de L .

cke. réelket pour chaque nombre réel f$>0
tel que, si lxll< (8,

Les définitions 1.3 et 1.4 sont locales,

Définition 1.6 : L'état d'équilibre x%,w0 du systime dynamique (@
est uniformément, asymptotiquement et globalement stable si :

) Il est stable uniformément
i) I1 est uniformément borné : + >0 arbitraire étant donné, il

existe B(r) tel que si IxlsT, Nd(t; %, blls Bl Vizk

ii) Toute trajectoire converge vers 0 pour fwo et RXl<T avee ¥
fixe mals arbitrairement grand : ¥ >0 arbitraire étant donné

et M>o 1l existe un T(ﬂ,f) tel que si lixol<t,

Iq?(tjxo;h)"'.(r‘ V.b?/to-i-rr'

Théoréme 1,1 : (Liapounov)g_: Soit le systeme dynamique continu par

rapport au temps :

@ )'(::-F(x,b) 'F(oak)-"-'_o

..;M*fm’ '1§
-3
1

S'11 existe V , fonction scalaire de X et £t , avec dérivdes

partielles continues,telle que V(o klzo0 et :

» ¥V définile positive : 11 existe une fonction scalaire o ,
o((O) =0,

continue et non décroissante, telle que
Vi et V xyo
0< o (xi) ¢ V(x,£)

i) T1 existe une fonction scalaire continue 3 telle que ¥({d=0

et la dérivéde par rapport au temps de V  satisfalt :
j{: gltf y (V)7 {- (%, t) € - Fxi)<o

Yt ot ¥x40

i) I1 existe une fonction scalaire (5 continue et non décrois-

sante telle que ((d=0 , YE et V x40
V(x,t) € (.(uxn)

w) o/(lixl) = o pour |Ixll - o

1'état d'équilibre X,=0 du systime @ est uniformément,
asymptotiquement et globzlement stable, etV est une fonction

de Liapounov de ce systéme.

Corollaire 1.1 : Pour un systéme dynamique autonome, continu par

rapport au temps @

X = F(X) , -FCD)-D
la stabilité uniforme asymptotique et globale est assurée par 1'existence

d*une fonction scalaire V" , avec dérivées partielles continues, telle

que Vi(o)=0 et :

v Vix)»o Y xyo

W V(<o vV x#o



i) V(X)) » oo pour Ixl » o=

Corollaire 1.2 : Ia condition i) peut &tre remplacée par :

W Vixjéo Vx

lig) ‘J(<1>(t ; Xo, £)) ne s'annulle pas identiquement
pour txt, quels que solent &ty , et X, #0.

Par suite nous dirons qu'un systéme est absolument stable s'il
est uniformément, asymptotiquement et globalement stable.

2 - LES SYSTEMES DE CCMMANDE

Nous étudierons les systimes de commande autonomes, que 1l'on
supposere lindaires pour les dquations du mouvement perturbé du systéme
commandé et avec coefficients constants pour 1'équation qui régit 1a
commande,

Ce sont les conditions que TLur'e impose afin d'arriver aux
formes canoniques qu'il étudia,

A1-42
Ces systémes seront donc déecrits par :

@ Tzﬁ*Wﬁfsrl'-tf(Cﬂ
o= Wy-pp
(D Equations du systime commandé

@ Equation qui régit la commande

Par de simples changements de variables Lur'e ramena ce systime
aux deux formes canoniques sulvantes :

@ Systime de commande direct :
x=Ax+bg
€ = - (o)
o= H7x

@ Systéme de commande indirect :
x=Ax+bg
£ = -4l
o= Fxeey



Q
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ol
X état du systéme, vecteur réel de dimension n.
A matrice réelle constante nxn. |
'F) entrée du systéme ou commande
sortie du systeéme

% et G fonctions scalaires du temps
transfsrmation d'entrée

ﬂ. transformation de sortie

b et Pt vecteurs de dimension 2 , constants et réels.

En réalité les systimes (I et @ n'en font qu'un, la
seule différence provient du fait de 1l'existence d'une valeur propre

nulle dans la matrice A .

Aux concepts de stabilité que 1l'on a donné, il est nécessaire
d'ajouter maintenant ceux de controlabilité et d'observabilité dus 2

Kalman,

D'un point de vue intuitif, comme 1'indique Lefschetz'® un

systéme de commande est completement controlable (e. c.) si on ne peut

pas le décomposer en deux, la commande n'opérant que sur un seul

11 -

Dans le cas ol la décomposition est possible, le systéme

sera partliellement controlable, ou simplement, non controlable.

Un systéme ne sera  complétement observable (c.0) si
connaissant la commande et la sortie du systéme, on ne peut pas toujours
déterminer 1'état du systéme,

Sans entrer dans le cadre de la théorie développée par Kalman,
nous nous contenterons de définir explicitement les €léments que 1l'on

utilisera par la sulte.

Définition 2.1 : La paire A,b est complétement controlable si les

vecteurs @
b, Ab , A?b, . .., A™L

P
sont linéairement indépendants.

Définition 2.2 : La paire flT, A est complétement observable si la

paire A", h est complétement controlable,
Nous ajouterons encore cette proposition :

At
x*e"b=mo Y t implique X =0 si et seulement si la paire
A R b est complétement controleble,

On fera ici une foils pour toutes, 1'hypothdse de compléte contro-
labilité et compldte observabilité du treillis A b,f pour tous les
systémes que 1l'on étudiera par la suite,



Avec cette hypothtse, on peut démontrer qu'il existe une base

dans 1'espace de phase X telle que :

(0 4 _0... 0 F.‘?'H Pgﬂ
I b= b=
A= 0 1 . )
b-a. e e -an_ _1_ gn
Pour le systéme @ on peut calculer la fonctlon de

transfert de la partie linéaire du systéme, avec E comme entrée
et O comme sortle,

A
Solent X, é et & les transformées de Laplace de X, ¥
et o respectivement. '

Avec S variable complexe, on & :
sX= A%+ bé

(6T-Adk= b&

Xu(sT-AY*LE

o= A (sT.AtLE

G )= RT(s1-A)"b

Avec les valeurs de A, b et $ données c¢l-dessus, on peut
caleculer GG,

G2 - Bas" 45, ., 4P
S% &+ AnS" N L . Qe
On étudlera done, & partir d'iel la stabilité du systéme@

avec toutes ces considérations; mals avant d'entrer dans les théorémes
qul concernent directement la stabilité, on donnera le lemme de Kalman

et Jakoubovitch qul est & la base de tout le reste.
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3 - LE 1EMME DE KAIMAN ET JAKOUBOVITCH

Au préalable, il nous faut donner itrois définitions et énoncer

un théoréme de Liapounov.

Définition 3.1 : Une matrice P réelle mxm est définie positive si

x>0 V x#$0

On éerira dans ce cas £ »0

Définition 3.2 : Une matrice £ rdelle mxn est seml définie positive
sl @

xfx 50 V x

on éorira £x0 .

Définition 3.3 ¢ Une matrice A rdelle "xn est stable si toutes les

racines de son équation caractéristique :

ls1-Alz0

ont leur partie réelle négative

Théoréme 3,1 : (ILiapounov) : Etant données les matrices : A  steble

réelle Mxn et D rdelle Nxn , 11 existe une et une seule
matrice £ réelle nxn solution de

PA +ATE=_D

et ) si P=o >0

F ]

wsi P»0, E>0

I1 existe plusieurs versions du lemme de Kalman et Jakoubovitech.

Nous donnerons ici 1'énoncé de deux d'entre elles gue nous

considérons comme les plus intéressantes,
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Lemme 3.1 : ( Lefschetzl? ) : Etant donnés les matrices A , stable
réelle nan et >0 réelle hxn , les vecteurs b4 0 et 'ﬂ réels
de dimension N, les scalaires 130 et € >0 ; 11 existe une matrice
X 70 1réelle nxn et un vecteur 9 réel de dimension n , solutions
de :

1) A i-AT.E:—ﬂqqr..éD
2) Ph-% = Q.J?gr

Si et seulement s1 :

@ T+ Re &7 (J'u)I-AJ"bDvo pour tout w réel
et E est suffisamment petit.

En d'autres termes, @ est la condition nécessaire et suffisante

pour l'existence de £ et 9 solutions de 1) et 2),

Terme 3.2 : (Meyer '* ) : Soit A une matrice réelle stable M xwn et
solent ¥ un nombre réel positif ou nul, b et k deux vecteurs réels de

dimension m , si :

® ¥+ Le 'Pe"(ij_A)“‘L;,o pour tout W réel

»

11 existe deux matrices réelles mxm ,’.E et I et un vecteur réel 2

de dimension n tels que :

D BA4+AE 2299727

W) Pb-l =a\l§q,

i) D=zo >0

’

iv) {er“ : x"‘Dx-o}n{xe E? :q“'eAtxgo]- ={o}

Ia différence entre ces deux versions se trouve dans les signes
de > et 2 pour @ et D , mals en réalité les résultats que
1'on peut obtenir avec 1l'une ou l'autre sont d'une manidre quasi générale
identiques. Nous avons choisl la version de Meyer {que nous indiquerons
par MKY) pour uniformiser nos résultats avec ceux déji obtenus, et si
nous avons présenté la version de Lefschetz e¢'est pour indiquer qu'il
a donné dans son livre, & notre avis, la plus claire de toutes les démons-

trations de ce lemme.
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4 . IF THEQREME DE POPOV ET SES GENERALISATIONS nous avons : 11 existe £>o0 ’ P»o et 4 solutlons de :

Théordme 4.1 (Popov? ) : Solt le systéme dynamique®:. 1) PA+ A= - 2??.‘_2?

2) Zb-%= 2¥ig

X= Ax +bE
® (5= -¢( ov,
o= ATx sott V{X= %x"’fx + F.L @(3pd3y

Sous les hypothéses : une fonetion de Iiapounov possible

. o
P est obtenue par le lemme MKY, pulsque S ©(®)d3 30  d'apres
o

i) q?(cr) continve
nos hypothéses, on a :

i @ @lo) >0
i) Ylo}=o0, @lel40 Yoo
w) hb»o

v) La mstrice A est stable

) Viso , W Va0, i) Qiw V(<00

Uxh —» oo

Evaluons {f(x) :

S'1]1 existe ofro et rs:-,-o , constantes réelles, telles .
V= ifofA*I-A"'E)x ~ pe)xTEh -l-(n{)(cr)é",

que ¢
@ :&{(on-pjw) G(jw)}:r,o pour tout usréel = d[Ax- b plo)]

le systéme @ avec les hypothdses i) 4 V) est absolument stable, . .
Remplagant O et ajoutant et retranchant o« o@lo), on obtient :

Vo= 4 X7(ZA+ATR)x - plod L Pb- (h * i)l -(.ﬁ"b[t((u}]z - ot ()

Démonstration :

sH(s1-A)*b o B AGST-A)4b & Wb
Remplagant par 1) et 2) :

or  G(jw=R"GuwI-A*b , et 1a condition @ de stabilité devient _
V= - ()2 2V ¢) 9% — 3 [p(e)? - st p() — x7Dx

équivalente & :
T T r . -4 3
(g% b + ﬂa{(xﬁ +[59. A)(JwI-A) b} >0 Vix)a - {q"’x+ﬂ&o(cﬂq_ Lopla) - xvDx

- e('p--r-PA"?s et I= ('A'Pn'la , avec le lemme MKY )
. Vi)go

Soient :
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Il reste & démontrer {voir corollaire 1.2) que : - Solent : ,&‘ od "'PA"R‘ ot i, ‘#ﬂ‘g?" , avec MKY
'Y}'(x(t)) =0 W XD =0 ona:ZV et %
En effet : Vix)=0 implique crtp(cr) =0,
done t?(c')=o , et ¢ solutions de :
: At
x=Ax , x=exe .
Nous avons done: 1) ZA+NE=- 2%4""'7
q"e,"‘xoso g xTPx,=0 | . 2) Pb-t= Qﬁq,

b

soit V= %"12" ¢ (‘I ¢{5)d¥  une f. de Iiapounov possible
o

d'aprés la partie IV) du lemme MKY:
Xe=O =p X(HmO

é [ ]
La stabilité absolue est démontrée D V00 >0 ) D V) ro i Lim Vo) o on

2
“Xl_ - OO
Théordme 4,2 : Soit le systime dynamigue @ sous les hypothéses :

Evaluons V (0

i) tP(c) conkinue

V(0= %.XT(fA +ATP)x - el@x72b -'-cte(d AriAx -b\f(o')]

i) O < wip)
i Pl < M Ajoutant et retranchant oo ip(c)+ ?[‘{’“’na

i) @lod=0 , ¢{oddo Vogo

i) B'b»o | V(0. ;._x'f(:eMA"z)x —&f(a-)x"[flv-(ol'g+PAT*91)] -t oo
v} La mateice A est stable -(g &L [Y(G)J 2. ? [ce(cr)]z + }g‘( [lf(crﬂz
-
S'11 existe o0 et (5-7 © , constantes réelles, telles
que : Ve 4x (PA+ A" B)x ~ t{(o"x"'[flo - (h -l-(‘ AT)) - (fﬁ*b*g) [?(UDQ
@ < +£¢-{(ﬂf+fjw)G(jd}zo pour tout S réel , |
F - goplo) Lp- )
:“‘:-\-.A r c
le systime \/ est absolument stable,

Substituant par 1) et 2) :
Démonstration

V(0= - Lg% Vi )%= ot (e [p-pled] . x7Dx
G<ju9-ﬁ'(jm1-A)"b » et @ est équivalente & : ' graty p PloLp- 1S

AL Re{ (A4 p AT -M b5 0 | - V<o
: | I
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TPTA T e v

avec le m&me raisonnement qu'au théordme 4,1 on arrive 2 V6o< o
et A démontrer le théoreme.

235

5'11 existe {90 et (5"/0 » constantes réelles,_telleé

que :
| % 8 <« 4 ﬁe(uJ.fjw) G(i@ » O pour tout « réel ,
Lemme 4.1 : p-v 4+ Glju)
| le systime @ est absolument stable,
BT (sT-AvabBT) b e BT(sT-A)"b

4+ 987 (sT-b
Démonstration :
Soient @ = sI-A+vbRT et F=sI-A

Démonstration :

*: AX - b‘P(o')

' Ajoutant et retranchant - bo
Q- f= v baT ‘ '

X = AX-QLU - b[QP(O')-"G']
-A
Essayons d'éerire Q" sous la forme sotent : No A_ 9b@T v o) (?(c)_ sa |

- ges 0<mle < p-y , (D=0

' .= "% - (
Y« Q@+ QBP, done Xz=Ax - bmic)

: Faisant appel au théoréme 4.2, on obtient comme condition de
Be-2QbATP* |, et revenant 2 1) J stabilité : '
BT . R7Eb BT QLA , done : ,
. o 4 Re (a48jd G (jud 30
Qb £Tp-4 L.P. =
TP i . ) )
442 W2 ol G'jw= #"(jwL -A)"'b

Théoreme 4.3 : Soit le systéme dynamique ® sous les hypothéses :

Avec le lemme 4.1, on arrive & :
v q:(a) continue

. @ o ; Zeld4p) DG 30 C.Q.F.D.
i) 5¢ qé;)zr ' r-°+ ¢ A.T-?G_(jw)

i ¢ld=0, Yo Vo #o |

i) b o

1
v) Ia matrice A= A. sbA"T  est stable.
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Nous essayerons maintenant de faire une interprétation graphique
des résultats obtenus aux théortmes 4.1, 4.2 et 4.3,

1) - @ ﬁ(oﬁﬂm)G()...:)»o ; owl@so

Solt GC)w)= 24 +j31 3 34! fer_,w) ) g,‘-'Im G(jm)
Ko (ot J(’juﬂ)cﬁ(jw):r ot -(zusa,_»o

Sur la fig. 4.1 nous avons le plan modifié de Nyquist ou plan
de Popov : e G(jw), wWImG(jw):

1 Ia condition de stabilité @

wIm G(ju) signifie que le systéme &) est

absolument stable si la représen-
tation de G(jm) dans le plan

de Popov se trouve entiérement a

° &G,(lw

droite d'une ligne droite a pente
GG

positive passant par 1'origine,

‘Fi?.ii

4.2) - @ﬁ...ﬂetmlajw)etjw)zo ; o<t€%¢)<f4

De la méme mznigre qu'au 4,1 :

%(+ oGy -pU gy =>O

La condition de stabilité (@
wImGiw)
signifie que le systéme @ est
absolument stable si la repré-
sentation de G(jw) dans le
plan de Popov entiérement &
droite d'une ligne droite a
pente positive, pa.ssant_, par

(-1 ,0). (rig. 4.2.)

GG

Fiq. A
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§,3) - @ If‘aa»-ﬁ&(d'l-ejw)ﬁgﬂ 20 9«‘?'&?(#

449 GG
Or @ e (ou-(ljm)rfa - r&io
donc : @ fz(d-l-[lju))[ ; + 4 ]7,0
449G K-?

0 By fpaat] v

1)y p=o0, 370 :

ﬂe{ 2:1:’;4- :/L } e

Solt Hig, Gle)s4 , g variable complexe,
Qi) vy

La condition &{H(jw)}'oo correspond dans le plan G{%
(fig. 4.3), plan obtenu par une transformation conforme A partir de H(s, '
3 1'interdiction pour G{jw)
de pénétrer ou d'entourer le
cercle -_1' , -'4.:5 » cecl en
ralson de la correspondance
existant entre ce cercle et le
plan réel négatif de H(9), et
1'hypothése iv) du Th, 5.3,




o) -

W) f=o . V<o

ﬁn{é—‘iﬁ-f—‘lu}so

Glwr+ 4/
G(J'w) doit rester & 1l'intérieur du cercle ";'.'. , -4
¥
r—._—.
Qs T
/] £
-1 -1
rl b/
Gl

L / Fig. Ah

Nous avons donc une condition suffisante de stabilité qui donné
lieu A une interprétation graphique simple, et de plus apparalt
(pour ¥ 20 ) comme une généralisation de Nyquist; en effet pour 0:,4

cette condition coIncide avec celle de Nyquist,

)

Ce résultat est équivalent & celul de Sandberg’ , mals il

est plus large, si la condition du cercle est en défaut; il reste encore

& vérifier le cas F;‘o .

2) péo
@ Ko (tapio) PG(int.{ 20
£ L}ij)ulk
G(jw).:g‘”'g‘

GGt F_Lg"{-_ia.;)_f_“l‘_ . (H._t_*LUg.ti)_Lp.g%-t.j.Sp;ﬂjz,_

¥ GGud 44 4(3”1'72)1- (iz.u)*.i- (¥g,)2
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@ d[ri(,,‘ff-?")i-(,«i)?‘ #d) - F..s(r..-n 3,;0

On peut remarquer que le terme en o correspond All'équation du

cercle déJA vu, et la condition du cercle en défaut implique préclsément

que ce terme solt négatlf et la nécessité de 1'appel au terme en (4 .

Développant @ :

@ ~pv9i+ “f"’?z rx(pe) g v g WS- 90> AP + oL (e 4l - g10(per)g,

Prenant ce dernler terme

»0, @ le sera aussl Dpar conséquent, et

on trouve comme condltlon suffisante pour la stabllité que dans le plan de

o

W m Gljwd

o

 Gljw

F.‘,. 4.5

LG(w)

Popov, pour +v»0, G(w) doit
rester A 1l'extérieur d'une parabole
qul coupe 1l'axe réel en -_.:.’ , -r{
qul, par extension du

terme employé pour le cercle,est

la parabole limite,

Pour =<0

’

G(jw) doit rester
3 1l'intérieur de la parabole

Ce résultat de la parabole est équivalent A celui de Bergen
et Sapiro 13 publié aux U.S.A. dens 1'année 1967.
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5 - UNE NOUVELLE UTILISATION DU LEMME MKY

Le théoréme de Popov et ses généralisations étudient les

systémes dynamiques décrits par un systéme d'équations différentielles

de la forme :

i: AK #Lg

@ 43 -y

Ox ngX

Ce systime d'équations comprend comme cas particulier les
équations différentielles du type :

i:;;-a-;:‘.,; e o} ﬁ.l’&'ffx)so

Or les équations du type de Van der Pol, c'est & dire :

dtx Kk S x4+ Yixide s0
Jt"+ “n“__.l- + ‘I" 3t =

n'entrent pas dans ces études,

Ceci nous a améné & porter notre attention sur les systémes
dynamiques décrits par un systéme d'équations différentielles de la
forme :

,*:AXQB?

@ §=—+(v)c'r

= 'cl'K
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Lemme 5.1 :
(T+kbf™ (2 -h W), & ste. véelle
41600
En effet :

(zobkbe")(z-& LE"). T- R LA, BLOT. B2 LOMLE"
' ( Q?Ql'.'L ) 4 Q'L*. 44%;_&'5 e T

Théoréme 5.1 : Soit le systdme dynamique ® sous les
hypotheéses 3

i} +(c) continve
W o<Plo) |, Yloao
i) &'bro

i) La matrice A est stable

Gl HT(sT-ADb est le fonction de transfert de la
partie lindaire du systime,

S1

@ Ajw Gljwno pour tout W réel

Le systéme @ est absolument stable.

Démonstration :

Remplagant ¥ et o par ses valeurs en X :

x= Ax ~ by (#0675
(s 0 BRD % « Ax

ke {14 $TIbRT Ax
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Falsant appel au lemme 5.1 ¢

avons

*
.

X = [1 - Y(h™ bRT ) Ax

4 L

x= Ax - b VIR _ATAx
14 LitmNh

Solent : tffﬂ"x)s Y >0 et ©O0): hTAx
A+ YA BTl

Xa Ax - bip(h™)8(x

Ia condition (@ est équivalente & :

b + Ko B7A (ij- Ab»o

Solent Yefb et &A™

» avec le lemme MKY nous

I1 existe X0, P20 et 4 solutions de :

1) FA+A™L« ~2447_ 2P

Soit V(x)= 1 X" Px une fonectlon de ILiapounov possible.
F4

Evaluons sa dérivée
V(- éx"(fk*-A"f)x - uffﬁ‘k)e(x) x"Pb
AJoutant et retranchant ¢ (A=) 8MI% by (R%) 6w)?

V- 17 CEAL KZ) % = p(H%) 009 x™ (2= ATh) - fT6 [ p(h% B

- QU™ L660)2 + Brblpiob00)?

e &

MKY, Xr0 @ x(tz0. On a alors

At

° 3 1,#— Xo50 et

29 -

- U [800)%+ 47b [ (™) 80)’e - ph™ (601" [4- pUAT 47L)
- - *(“1’!} ‘9(!]! A\Y 0
i+ \P(i'x)-ﬂ"b
Remplagant par 1j et 2) 3

Ve _ [qead? - 2 V7 Q(E™00d g™ — 3 Lt 061" ¢l [860)* - x"Dx
- 4 +\|»f9i";q +'b

V(e -1 1";: w3 ?f%"'x)a(xﬂz_ g(ﬁ"xl! 8(x0)}* _ xTDx
1+ \P(ﬂ{"x)-ﬂ'b

v{dco

I1 reste A démontrer que 'lr(xw)z-o » X(=0 .

En effet, -V =0 , done x=zAx:

implique W™ 6= 0

T oAt XTI Px,=0 , d'aprés 1v) du lemme

Vi) <o ¥ X400 et le théorime

est démontré.

Théoréme 5.2 : Solt le systime @ sous les hypothéses :

) oc< +{c)<rt , Yea=o

i) \l)(cﬂ continue

i b 2o

i) Le matrice A est stable.
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Si:

Avec le m@me raisonnement qu'au théordme 5.1, on démontre
® L. HeiwGGw»0 pour tout ¥ réel . '
v J )

le systtme (@) est absolument stable, V<o  Vxgo

Lemme 5.2 @
Démonstration ¢

De la m8me manidre qu'au théordme 5,1 on arrive A ﬂ"[cI-hi I.-B'A]"__I.__ . AT(sI-A)"b
149k 197 4 s HT(SI-A)L

Xz Ax - L\O(R"x)efx)

Démonstration

La condition @ est équivalente & :

Solent Q. sI-A:+3 LLTA et F=si-A
by R B7A " 14990
4,.%b+ "TA(jul-A)'e %0
it ) g Q-2. 2 b&A
Soient V= ?.' + ‘R*L et ag AT'B| avec MKY 4&"{1‘-5
Essayons d'éorire Q" sous 1a forme :
on a €>0 . P20 et ?, solutions de :
Multipliant A gauche par @ et A droite par 2:
1) ZA+AP- -2447-2D
2) Zb- k=219
f= G 4~ QBf
Solt V- éx"fx une fonetion de Iiapounw possible On obtient ainsi :
. Ba-d Q'bATAE-H Remplagant cette valeur de B
V(. %x"’ (PA +AE)x — @ (A% 80 x" £ b 1+9387b

dans 1) et multipliant & gauche par

¥ et A droite par b

AJoutant et retranchant yLIN :

{ o IOwE (7h + 1Lk pea)? Qb WEh -2 FQBFALL

Y (" b f b 4+3807b

Remplagant par 1) et 2) et effectuant ;

Qb [4 + Af"b] » PTPL donec :

Vi)« - [1"“ Vi f“ﬂ:)&(x)]z_ 4 @) [pG)? [r,_ ,.},M-rx)] -x"Dx FIET A FPREE A FPSY A
- F i+ YU 6T
V(o Feh ek . pre-y

MIHTh  4r 3 (BTLL GTARTL) 44 sfTE'L C.Q.F.D.
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On a donc
Théoréme 5.3 : Solt le systéme @ sous les hypothéses :

k= Ax - Bl
Falsant appel au théoréme 5.2, avec G'{w= ' (s1-AY*'L ,
on obti mt comme condition pour la stabllité :

4) continve,

DRES (LY (o) v

2

R
YWbxo | 2ejwGlGw o

}(-9

i) La matrice A _9bBTA est stable Tenant compte du lemme 5.2 3

G|(S]= .GI.(.E)_
1£v5G(s)

on arrive & :

31 :

@ 4 ,,,f‘ 'le(‘,wl Z0 pour tout W réel
p-d AL 3)j0 GGw)

@ 4 ; Re jGlw) 30 ¢.Q.F.D.
le systime @ est absolument stable. k-9 ”9)“’6()“’)

Interprétation :

Démonstration :
@) est équivalente A 3

x=Ax - b{lo)&
zﬁi_)@_m]&?l + 4 }»O

Ajoutant et retranchant b¥& 3t 3w Gl Hov

i-_-_Ax-Lﬁ&'-b[t}»M-ﬂé‘ Opérant :

Sott (oY= +(c)..§

waw)q—J }»O
-9(# ¥) ,m Gl + 473
0<‘l"l‘(a')<']'1--i' , ario)=o0

%a Ax -9b8'x - b (oo 1) 9>0. Le systéme dynamique @ est absolument stable si, dans
le plan complexe 8 G(s)
% e (Lesbt)Ax - (T4yb&) Lo ; ° P an oo
= Y - sG {9 représentation de  jew G(j“’)
) ' % n'entoure ni ne péndtre
Ti= T
Soient Az (T+vbf ) A A-:fqﬁaéb -5@ N le cercle (_3 )
) (fig. 5-1) a
wa(id) .
et b' - (14-'9 L&) b .-:__b__ L ) ) 1";5.5.1_-

1+ b
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2) V<o, ij(iw) doit rester & 1'intérieur du cercle ( -4 , -4 )
fisa 5-20 r

sG)

1-‘.".5-'1

Sa.ndbergt en étudiant la stabilité des circults électriques
avec capacitances variables, a cbtenuune condltion de stabilité dans
laguelle apparalt aussi, un cercle limite,

I1 est facile de voir que 51 & a les dimensions d'un courant
et o celles d'une tension, '!L'(c') a celles d'une capacitance et la
condition @ de stabilité est équivalente & la condition de Sandberg.
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6 - UNE _HYPOTHESE PLUS RESTRICTIVE

Nous ferons maintenant, pour le systéme dynamique @ , une

hypothése plus restrictive sur b ; cecl nous permettra

d'obtenir une série de résultats plus larges que ceux obtenus dans
la partie 5.

Théortme 6.{ ¢ Soit le systime dynamique :

%= A X4+ b¥
® { §= - Yo
T 4%

sous les hypothéses ¢

V) +(u) continue .

i) ¢dro , ‘P(o)-o .
W) 4"b=zo.

iv) la matrice A est stable.

S'1]1 existe <30 et (I;vo , constantes réelles, telles que:

@ .Ze(u.;.fjm)G(juDz-o pour tout W rdel , le

systéme @ s avec les hypothéses ;) A iv) est absolument stable.

Démonstration s

Remplagant & et © par ses valeurs en X 3
Rz Ax - bR A%
(1+ -P(R'x)bﬁ") X« Ax

ks (1o pmbdT) ™ Ax
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Or :

 PRVCSTES - pATALAT (lemme 5.1, 08 %'bao)
done ¢

*w Ax - b*P('ITI) 'ﬂ’AX

Ia condition @ de stabilité est dquivalente A s

PR’L + Lo (otdrs r.&'A)(ij—A)"b:;o , équivalente A :

ﬂe(a{ﬁ'i-(s?a"m fij-A)"L»o
Solt ke wh +rlA"% , avec le lemme MKY nous avons 3

11 existe >0 , D20 et 4  solutions de :

1) :EAa-A‘.‘E--Q.q@'-zD
2) 2b-&.0

%
Soit Vix) = %x"fx + ot L A d3 une fonctlion de

Ilapounov possible.

1) Vixlso, V=0

5i) -pJ'-M VCA):OO

Extl —» Oo

Evaluons sa dérivée :

Vs & 57 CRALKEIx - pOh) FTAX TD 4 o P k%0 BT, 75

Wiz 87A - 8Tb O BAx BT A
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Remplagant $#"% et ajoutant et retranchant Px}'(ﬁ'x)[?{'Ax]"

V= ax7(2A+ ATZ)x - PR AT (g - L -oh) - g P TR
]
Substituant par 1) et 2)
Vs - f.tp’x]#'- (;\[)(-ll"x)f.ﬂ"Ax]”- xvDx
Yso

Il reate A démontrer que 'ir(x(a),-,o 2 XVz0.

En effet, V=0  implique Pk (4A9w0 , done xxAx:

k
x:eA Ko =p q"e“x,zo ) xS Dx,=0 = la partie IV)

du lemme MKY indique x,=0 & x(t)mo .

Théoreéme 5.2 : Soit le systéme @ sous les hypothéses :

i) 4)(0-) " continue

i) o< <p o, (=0
) Abeo

iv) Ia matrice A est stable

S'1] existe ozo et (n-o . coné‘bantes réelles, telles
que 3

@ $+ﬂs(d+fjw)6(5w)>o pour tout 15 réel le

systéme @ , avec les hypothéses i) A V) est absolu:#ent stable,
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Démonstration ¢
I1 suffit de répéter le raisonnement du théoréme 6.1 pour
arriver A

De la m@me maniire qu'au théoréme 6.1 nous arrivons & :

- - - T, ) W .
X=Ax b\P(ﬂx%Ax Nooco  Vxgo
La condition est édquivalente A :

® Théoréme 6.3 : soit le systime (ID sous les hypothises :

ﬁ,; Za (o(%"+P%'A) (jwI-A)*b 30
) .,l,(qa continue

Solent b= (L et ‘rz.-(%q. G-A"-& s avec le lemme MKY
I i) < +(«)<r( , q:(o):-)
nous avons ¢
Il existe x>0 > P20 et ? solutions de : li\) #L.O
' : i - TOA t stabl
1) ?A+A":E.-2qqr_g,‘p - v) Ia matrice (x-4b&" est s e
2) :Pb-k:Zﬁ%

8'11 existe >0 et ¢-o , constantes réelles,

R telles que @
sott V09« 4x"8x + | Plg)5dy , une fonction de
o

Iiapounov possible,

® f + fc_(oucjw) G(jw =0 pour tout  rédel
piv A+ jwaly
i) ¥(N>e, V(a)co
) Q‘T‘;‘[(’x’)f = le systéme @ , sous les hypothdses i) A ) est absolument stable.

V(0w $ XT(PA+A"E)x -~ P! TR A Pb + o \P(-ﬁfx) f'x ATAX Démonstration

Ajoutant et retranchant (sq;(%*x)twm‘_ (%' i‘?”""’ BTAXD? k= Ax— b U BTAX

r Ajoutant et retranchant bvfA"Ax
Vi - 4 X (A A2 x - (&0 RAXxT (2 _(sA‘P._arE) - %[\Pr&rx)ﬁm;_\’

X Ax -9 bOTAX - '0[11{9:’:0-'9] 4TAx
"f \P(#K)[ﬁTAﬂz.ﬁ { T(“Tx) BT AxJ? :
| ? Avec s a) W= pA-9 | o< plid< f-9 , @()=0

b) A,:': (I.-'ib'e‘l.r)A

o) HTAx- #7(1-vb&T)Ax= BTAX

Remplagant par 1) et 2) et regroupant les termes :

V(0= - [4"3 +3F ) BTAX)A (‘]-‘ t?f&"'g)[ﬂ'hx'}z(r _-{J(&":O) - xTDx

nous avons
TWso
x» A'x- b plmo $7Ax
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Faisant appel au théorime 6.2, avee G'fe)=fT(sT-A')'b 6.2) @ 4, %elols f’jw) GG 2o ; o< +(,_-,.)< X
on obtient comme condition pour la stabilité : %‘

I£°+ f&(cn(‘.ius)c:.:CJubao Soitl G(jw): 3,. +jé,

Tenant compte du lemme 5.2 avec 8 beo

Gltd = _Gls)
A+95G(s)

on arrive A :

e ﬁ‘ + Ke Col-&f_ju.l)G(jw)- (_sr_'“z?‘.. (%65 O

Soit le plan de Popov (Fig. 6.2) 1 e G(ju),wImG(ju).

of +8 Gliw o TD.
(5'9 + Re (olrpju) —f ? P =  La condition de stabilité @
- 4+ jw Glju) wImGtju
i‘ signifie que le s=ystéme @ est

Interprétation des théorimes démontrés :
6.1) @ fg(ouc-jw)afjw)?o 3 \P(G)’o

/ absolument stable, si la représen-
Re Glju) tation de G (jw) dans le plan de
L / Popov se trouve entiérement &
G()’u)

drolte d'une ligne droite & pente
> O passant par (0, 4/M) .

Soit G(J'w), 3‘ 4.)'6&

® .fe(ot’a-ﬁw) C-(]w).o(t}‘,...‘;usjzz,o ¥ig. 6%

Soit le plan de Popov (fig. 6.1) : Le ijw) , 8 ImGw

6.3) @ I'F + ZalotsjdGlw) . >0
r Ia condition @ signifie que le =¥ | 4+ 3jwGw
systéme @ est absolument stable, si
la représentation de Gf)‘w) dans
FeCliw le plan de Popov se trouve entliérement

& droite d'une ligne droite a

;}wzm GGw)

@ est équivalente & :

&) ® « £e Gljw + Re { pjw6lwisd [ 5 0
) pente »O  passant par 1'ori- .T:}p]':s-a(jw) '.eg IjwGGu) + 4 7
Fiy.6.4 gine. |

1) - =0 9>0 : La condition de stebilité @ signifie que le

?

——— systétme @) est absolument stable si
la représentation de _juw G{jw)
dans le plan complexe s&(s) ne

]
e Gls)

=3 ZT ” pénetre nl n'entoure le

v ;
cercle (~4 , -1 ),
. \ ' p
JwGle Fia. 63
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8'1{]1 existe ofn0 et Qwo s constantes réelles, telles

~<0: jwdfj-n) dolt rester A 1l'intérieur du cercle (fig. 5.2)

-L‘di
r M que 3§

I i 23 le
2) - &= o0 v>o0 : Solt G(ju)a a +j4a ® g_ e (at-l-(lJu]G(Jm)zaO pour tout réel ,

2

systéﬁe @ avee les hypothdses i) & V) est absolument steble.
Opérant sur @ on arrive a :

Démonstration :

@ pp u‘-'-gf' + ”%ﬂ"a: - f(r+a)ﬂ7._.,+‘t+d(r-*) 1130 % = Ax - L+(&'x)%TA>‘

@ est supérieur ou égal 2 erqw’-ﬁ ‘f"r‘*"’“’az Hp+ o (r =) 14 La condition (@) est équivalente i :

g _ e (d%'+(:%*A) (juL-N*b>o0

Prenant ce dernier terme » O , @ le sera aussi en consé-

quence et on trouve comme conditlon suffisante pour la stabilité Solent ¥ = ‘}; et -’g.—.— W FA"Q. , avec le
sbsolue, que dans le plan de Popov (Fig. 6.4), C:(J'w) doit lemme MKY : 11 existe P>0 , Dzo et g solutions de :
rester & 1'extérieur d'une parabole qui coupe l'axe w Im G{jw

en 4 % . Celle-cl est une 1) PA4+AZa ~24q" -2D

nouvelle parabole limite, Pour ‘ '

Y<o0 , G (jw) doit - 2) 2""{“2&4

rester & 1'intérieur de la parabole ' (4 '

1,4, Soit 'V(x).-: %;{'fx - o{j ..P(g)c;clg- une

f' ~ fonction de Lispounov possible, °

| V= LxT(ZA+AR)x - \I,-(%"x) HAxxTEb ~ o¢ \la(l’a*x) ATx RTAx
&

Nous aJouterons maintenant aux théorémes déji démontrés une ,

extension qui peut se révéler intéressante.

Ajoutant et retranchant (8 ( L BTAX . &[ \')(L'x) FTAX)?
Théoréme 6.4 ¢ soit le systéme @ sous les hypothtses ¢

1) \P(tﬂ continue : remplagaut par 1) et 2) et effectuant :
i) =¥< P@<o, Ya=o0.
i) BTb=o

iv} Te matrice A est stable. | “f(x) <0

V(- - [gxs 43 *cmmﬂﬂ Hw,o[mx]*[w\m)] - X"Dx
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Ia démonstration de V(x)<o ¥x fo , est identique aux
cas antérieurs, '

Interprétation :

® £ -FelpgjdGldzo ; ~v<d@<o

So1t Gljul= In +]8a
® % - oKgy 4 (1> 0
T'—"'—_'—_——F La condition @ de stabilité signifie
l)Ime}'u)

gque le systéme @ est absolument
stable s1 la représentation de G (juiJ

) dans ie plan de Popov (fig. 6.5) se
<l % trouve & gauche d'une ligne droite,
_$ de  pente = O » qui

iy, 6.6 I _Passe par (o, -;‘;-,) . .
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7 - LA CONJECTURE DE AIZERMAN

Nous avons indiqué dans 1'introduction que la conjecture de
ATzerman est un cas limite pour 1l'étude de la stabilité des
systémes de commande non lindaires Il importe donc de voir de plus
prés en quol elle consiste.

Avant de parler de la conjecture de ATzerman proprement dite, 11
est utile de présenter l'énoncé de deux théordmes 17 relatifs aux
systémes lindaires :

Théoréme 7.1 : Le systéme lindaire

J.K-_'Ax

avec A matrice réelle constante nxn s est asymptotiquement
stable, sl et seulement si, toutes les racines de 1'équation caractéris-
tique de A s

PN IsT-Alw s"+Q,s™ 4+ 8p,s"2 + . . .+ auo0 ont

leur partie réelle, négative,

On dira dans ce cas que A est une matrice stable (dé£1.3.3) et
que “D(s) est un polyndme Hurwitzien

Théoréme 7.2 : ( Routh-Hurwltz) Ie polyndme

DC)x 3"+ Qas™ e Qp.y S“-z+ e ot Q4

est un polynSme Hurwitzien sl et seulement sl, tous les mineurs
principaux de le matrice H:
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7 -
( dy &y Ay - Toraa ] .
1 &, a, Ggm -2 Si le systéme lindarisé @ est absolument stable pour:9¢ As M.,
. . alors le systéme non lindaire () est absolument stable pour:9s¢ ‘P.é?«[* .
¢ o 0Of . . . Tgm.s '
H= o 1 a . . . Cam-a ;) $i V>0, 0,=0 Nous essayerons maintenant de voir dans quels cas cette conjecture
est valable, On peut remarquer qu'il suffit d'étudier le cas: OSASH
le ocas le plus générsl <& 4 pouvant @tre ramené A la premidre
6 o o 0 forme, comme nous 1'avons fait au théortme 4. 3:
0 o 0 . . Bn )
- Théortme 7.3 : Snit le systime dynamique de commande direct @ .
c'est & dire @ sous les hypothéses
Di=ay , Pa= i:‘ a:;\ , « + +, PawH A ?g)

ii) La matrice A est stable

sont positifs.
S'11 existe une quantité réellef>o , telle que V(9= éx“'fx,

avec 2 matrice constante symétrique, définle positive, est une fonction

de Liapounov du systeme linéarisé @ pour A= {; » le systéme

est absolumént stable,

13
Conjecture de AYzerman ¢

Pour le systéme de commande direct, elle peut se formuler ainsi ¢
non linéaire @ avec O s.P(g) (r_,
Soit le systéme 3

Démonstration :

ile+b£
@ : Soit le systéme lindaire
?: - v.e(v)
.&"' (‘) )'C- AK
T b 3 .

Il existe, Th.3.4, 23>0 solution de:

et le systéme lindarisé : ZA+ANEe ¢ ; &>0

( X=Ax+ LE dans ce cas elle. est : V(0= %;{"Ex ; une fonction de Liapounov pour @;
@ % . en effet : '
- -l
V(%)= 4 (2A+ AP)xwe —-XTECx <O
o=h'x z

Soit le systime (I):

5&: Ax - ALGTX




®

).(":AAX I AAsAHAb%"

Solit V()= 4 x* £x une fonetion de Liapounov posslble pour @ :
2

T = aix"(ZAA+A:2)x
T = ix (ZA+NB)x - AXTZLH"x

pour r\-r 5 AV (x) est définle négative 3

:EAFQ-AFf:-ﬂ:d:r‘ ; d:'r>0

Soit maintenant le systéme @ -2

® )'(—.-Ax-lp\f(cr) ; o€ ‘(’é__ds’-«

Soit ’WJO= 4 XxTFx une fonction de Liapounov possible pour @:
2 -

Vx) - L < (ZA+N'R)x = () xTE2 b

V(x) = ix (2A +AYE)x el x"ELAaTx
o

Ajoutant et retranchant : M x*EbH"x

S1

Si

V (%)

Vi, L7 (2Aue AR DX+ - i) 2L W

En définitive, avec 3

(o) l(_ég):;o et ﬁ‘r’r(c)a-(r-\o(gj)z.o

e XCx - T xTPb8 @
V(X -

rl

= X Ex + Wl X" BbEx ®
Ph¥xmo , @, V<O |

*2bl'x<0 , ®, V(<0

<0 ¥ x,! o) C.Q.F.D.
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Il est in'eressant de volr maintenant la signification du
théordme 7.3, mais pour cela, i1 nous faut utiliser les deux propositions
sulvantes 3

1) - “V est une fonction homogene de degré m , des variables

X.,,...,xh s S1 2

“V(;\Xh . as ,.\X...)=f\'"'\r(x,, .,.,x,,)

2) - 81 VJ est une fonctlon homogtne de signe défini , cette propriété

Se conserve pour :

.‘I;z_\’;-l-fv

ol V est une fonction homogéne de méme degré que 'V; et &€ est un

coefficient petit

L'expression :

‘\T(K}: L xT(LA+AP)x - Ax"2bO7x

entre précisément dans le cadre de la proposition 2, avec £ a).

!
!

Ia valeur maximale de A pour laguelle -U'w reste définie
négative sera la valeur M du théoréme 7.3. M peut &tre déterminée 2
partir des conditions de la définition du signe de la metrice :

QJ(rr. T - (fAr'l' A"rﬂ)

Localement au moins, la conjecture de AYlzerman est donc valable,

Pour le systéme linéarisé, le théoréme 7.2 ( K. H. ), appliqué
A A‘\ , nous donne les intervalles de stabilit€ pour A: O As M.

ILa question que l'on peut se poser tout de suite est : rn M ?
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81 cette proposition est toujours vrale, la conjecture de
AYzerman serait valable globalement, mais melheureusement ce n'est pas
le cas, Les exemples au contraire de Pliss 9 s Dewey et Jury b
infirment sa validité. I1 faudralt donec, dans ce cas, ajouter des con-
ditions supplémentaires sur ¢{s} ou sur la partie linéaire du
systéme () .C'est précisément dans cette dernidre vole qu'ont &té

engagés les travaux de Popov et de ses continuateurs.

I1 est intéressant de mentionner que des travaux ont été faits
postérieurement, en particulier ceux de Brockett et Willems 2% ot de
Narendra et Neuman >' dans lesquels ?(0') a été soumise A de

nouvelles contraintes.

Nous verrons maintenant ce que donnent dans 1l'optique de la
conjecture de ALzerman, les théordémes démontrés dens les parties 4,5
et 6,

I1 nous resterait & dire que si le systéme traité dans le
théortme 7.3 est un systime de commande direct @ , on peut répéter
sans difficultés le m@me ralsonnement dans le cas d'un systéme @

8 - APPLICATIONS

1) Systimes déecrits par
xwu Ax = byla)
a) Equation <du 2" degré :
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Xeak + bx+p(W=0

§ I mG)
G(S) = i
s*4as+ b -
Yo Telid
Ko Gl u) m _b=g? -/
J (b-w*P +atw* GG
Vo
w$ImG (jw) - ~aw Fig, 84

(b-w??+ 02w

Le systime est stable pour toute (e

continue, telle que :

0 <pld) , résultat coTncidant avec celul d'un systéme linéaire.
o

b) Equation du %*2me degré

X+akebx +cx+\e(x)-0

Gls) m 4

SBracty by 4o

Re G (ju) 5 . aw?
(c.- awd) s ld"(b—u)‘)""

WImG(jwle wtlwi-b)

(c-au?)'+u? (b-w)?
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Pour le systime linéarisé : ‘f(o‘)= do , 1a condition R.H
de stabilité implique ¢ ab.- (ctd) >0 , done 3
A<ab-c

Pour le systéme N.L. la stabilité est garantie pour :

o< ‘fgs_‘? <ab-c, ce résultat colncide égelement avec celul d'un S.L.

2) Systémes décrits par :
. {E)Imafju!)
X: A x - L \P(ﬂ:)é'
a) Equation du 2M- degré : ” Re i)
4/5 T
3'<+(a++(:0)5t+lox=o ; -
a
Gls)e 4 A TR F— b LU

’

sias+ b

Le systéme est absolument stable pour :

i) O$+(n) Th G.4.
) ~a < \PCx)«o Th 6.4.

Ce résultat coInclde avec celul du systdme lindarisé pour i) A»O

i) A€0 | respectivement.

55 -
b) Equation du 3&me degré
X+ax+(b+ $) % +cxeo , -
{wImG(jub
d (.‘) - ! L] Q,L- 0 -
sP+astebs4c 7 .
/ A .
Ia droite de pente "y at qui / e i'é(f')
- o f B
passe par “ =, » lalsse C(j« <~ /.
G(J' w) A sa gauche si ab-ccal aboc %y, 8.4 |

Ie systéme est absolument stable pour :
V) D{\b(x)«: r < po

W) a4 ¢ \!_uf,c)_s (o) si ab-c <ol
ab-c
Pour 1) le systéme lindarisé domnerait He=oe , et pour
i" ) le résultat cofncide mais avec une condlition supplémentaire

pour le cas non lindsire,
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