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SUR LA STABILITE DES SYSTEMES NON-LINEAIRES

Sommaire. - Dans ce travail, on étudie la stabilité absolue
des systèmes non linéaires utilisant la deuxième méthode de
Liapounov en tenant compte des résultats acquis à partir des
travaux de V. M. Popov.

On fait d'abord un exposé des résultats déjà établis, en
particulier en ce qui concerne les critères fréquentiels de sta-
bilité absolue pour le cas d'un système de commande auto-
matique comportant une seule non linéarité. On a prolongé
ces résultats jusqu'à l'établissement de l'existence d'une pa-
rabole limite.

On fait ensuite une nouvelle utilisation des méthodes étu-
diées, établissant des critères de stabilité absolue pour un

• système comportant un type différent de non linéarité. j
i ___'T - -
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ON THE STABILITY- OF NON-LINEAR SYSTEMS

Summary. - A study is made of the absolute stability of non-
linear systems, using Liapounov1 s second method and taking
into account the results obtained from V. M. Popov's work.

The results already established are first presented,
in particular concerning the frequency domain criterions for
absolute stability of automatic control systems containing
one single non linearity. The results have been extended
to show the existence of a limiting parabola.

New use is then made of the methods studied for deri-
ving absolute stability criterions for a system containing
a different type of non linearity.



On étudie enfin les résultats obtenus, dans l'optique de la
conjecture de Aîzerman.
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I
Finally, the results obtained are considered from the

point of view of Aîzerman1 s conjecture.
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SUR LA STABILITE DES SYSTEMES NON-LINEAIRES

INTRODUCTION

De très nombreuses études ont été faites ces dernières années

sur les systèmes non linéaires, en particulier sur les systèmes de

commande en boucle fermée.

On distingue deux parties dans un système de commande :

~ la partie commandée et

- la partie commande.

Du point de vue pratique, on se propose d'imposer au système de

suivre une loi donnée. Le problème est, donc, d'assurer la stabilité du

mouvement perturbé par toute dérive des conditions initiales et pour

toute perturbation permanente.

Les travaux de Lur'e et Arzerman sont à la base des études

actuelles sur ce type de systèmes et les théorèmes de Liapounov ont été

le point de départ de toutes les recherches effectuées sur la stabilité

des systèmes jusqu'à la publication des importants travaux de Popov1

(1961).

Les travaux postérieurs'de Jakoubovitch2 et Kalman-̂  ont

permis de démontrer le théorème de Popov à partir de la théorie de

Liapounov faisant apparaître ainsi une nouvelle voie d'approche tie

ces problèmes.

C'est précisément dans cette même voie qu'a été réalisé

ce travail.
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II est important de remarquer qu'à la même époque, il y a eu

d'autres développements intéressants, en particulier les travaux de

Sandberg4-7 qui utilisa l'analyse fonctionnelle et obtint certains

résultats équivalents à ceux déjà mentionnés.

Nous étudierons donc,, les systèmes de commande non linéaires qui

peuvent être représentés comme suit :

G (s)

où GCft est un élément linéaire et Ji. L. un élément non linéaire sur la

chaîne de retour.

Le schéma que nous avons prévu pour cet exposé est le suivant :

Dans les parties 1 et 2, nous donnons sans démonstration les propositions

qui sont à la base de nos travaux.

Dans la partie 3 se trouve le lemme fondamental de Kalman et Jakoubovitch.

La partie 4 est consacrée essentiellement aux théorème de Popov et à

ses généralisations, en particulier on y montre l'existence d'un

cercle limite, résultat que Sandberg obtint le premier et l'existence

d'une parabole limite.

Dans les parties 5 et 6 se trouve la nouvelle utilisation que nous

faisons du lemme KY , pour un type différent de nonlinear!té

5 -
La partie 7 est consacrée à la conjecture de Alzerman qui fournit dans

certains eas, des résultats limite que l!on peut utiliser comme première

étape des études, au moins pour vérifier ultérieurement si cette con-

jecture est valable dans chaque cas considéré.

Dans la partie 8, on montre les applications des théorèmes établis dans

les parties 4, 5 et 6.

La notation que nous utiliserons, sauf indication contraire,

sera la suivante :

1) - Lettres majuscules : matrices réelles ixx-n,

2) - Lettres minuscules : vecteurs réels de dimensions

ou variables.

Si

vecteur transposé de

, constants

, on entendra par <aJ« (a,,, - . . , Q.* ) ie

CL = un scalaire

(bof) une matrice

Hall -

Si A est une matrice, on entendra par AT la matrice trans-

posée de A , et si I «['•..) est la matrice unité, A"* telle que :
\O AI

est la matrice inverse de A .



1 - LA STABILITE

Nous étudierons les systèmes dynamiques décrits par un système

d'équations général de la forme :

Equations d'état

Equations de sortie

X état du système, vecteur de dimension TL

O" Sortie du système, scalaire

entrée du système ou commande, scalaire

fonction vectorielle

c fonction scalaire

Nous étudierons en particulier les systèmes pour lesquels

Les équations y) seront donc de la forme :

Définition 1.1 :0n appellera solution de un vecteur de dimension

/h, Ĉ (Jt)X0,ir0) continu par rapport à tous ses arguments et différen-

tiable en Jb , presque partout, tel que :

-Ç Cd>Cjb;X0>-fco)]

CD est appelé aussi, trajectoire du système dynamique

S'il existe cj> avec les conditions indiquées ci-dessus, on dira

que le système (̂) est un système dynamique continu par rapport au temps,

Définition 1.2 : Un état Xe du système © est un état d'équilibre si :

ou ce qui est équivalent

Soit <j> une solution de © . On veut étudier le comportement

du système au voisinage de <j> . Pour cela : soit w un vecteur de

dimension *i :

devient :

avec f*>. f et

Le système d'équations différentielles © est le système

d'équations du mouvement perturbé.

Pour unifier les notations, écrivons de nouveau (§) avec ;<

et
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Définition 1.3 : L'état d'équilibre Xe*0 du système dynamique ©

est stable, si pour tout £?O il existe 6s £(.£,Jb») telle que,

si llXolkS,

: V j»Jt,

Définition 1.4 : L'état d'équilibre Xe*o du système dynamique (§) est

asymptotiquement stable si :

i) II est stable

fi) II existe T(Jfc)>o cke. réelfe et pour chaque nombre réel f*>o

11 existe un nombre réel T(M, X0>i») tel que, si llxjl<ff(i),

Définition 1.5 : La stabilité est uniforme si £ (dans 1.3) est indépendant

de h .

Les définitions 1.3 et 1.4 sont locales.

Définition 1.6 : L'état d'équilibre x«»o du système dynamique ©

est uniformément, asymptotiquement et globalement stable si :

i) II est stable uniformément

;0 II est uniformément borné : -T>0 arbitraire étant donné» il

existe BCr) tel que si UXalK<f, H<j>(t;x«,,fc)IU BW V i *,k>

i;0 Toute trajectoire converge vers o pour jb-*o» et HXoll<f avec -T

fixe mais arbitrairement grand : T > o arbitraire étant donné

et H>o il existe un T̂ .f) tel que si llxj<r,

a

Théorème 1.1 : (Liapounov) : Soit le système dynamique continu par

rapport au temps :

7 -

S'il existe Y , fonction scalaire de X et t , avec dérivées

partielles continue s, telle que "VYo, i)sO et :

i) Y" définie positive : il existe une fonction scalaire o( f
continue et non décroissante, telle que o/(o)-O,

>fjb et V x *o

0< e*(ixll)<r

ii) II existe une fonction scalaire continue 8 telle que

et la dérivée par rapport au temps de "V" satisfait :

o C
(x,t) x< - Vt «jb

HO II existe une fonction scalaire ^ continue et non décrois

sante telle que Mo)=-o , V t e t V x ^ o

pour llxjl-»«>-

l'état d'équilibre xeaû du système @ est uniformément,

asymptotiquement et globalement stable, et V est une fonction

de Liapounov de ce système.

Corollaire 1 . 1 : Pour un système dynamique autonome, continu par

rapport au temps ï

la stabilité uniforme asymptotique et globale est assurée par l'existence

d'une fonction scalaire "V" » avec dérivées partielles continues, telle

que "V~(o)ro et :

0 Vx/o

\T6c)<o tfx/o
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H» &* four Itxfl-»

Corollaire 1.2 : La condition îi) peut être remplacée par ;

ii'i) "V C<j>( jt; X0/ Kî ) ne s'annulle pas identiquement

pour i 15, to quels que soient t0 * et X0 4 O .

Par suite nous dirons qu'un système est absoliuaent stable s'il

est uniformément, asymptotiquenent et globalement stable.

9 -

2 - LES SYSTEMES DE COMMANDE

Nous étudierons les systèmes dé commande autonomes, que l'on

supposera, linéaires pour les équations du mouvement perturbé du système

commandé et avec coefficients constants pour l'équation qui régit la

commande.

Ce sont les conditions que Lur'e imposa afin d'arriver aux

formes canoniques qu'il étudia.

J1-1Z
Ces systèmes seront donc décrits par :

+ TtfH t 3p * vf Co)

cr «

(î) Equations du système commandé

© Equation qui régit la commande

Par de simples changements de variables Lur'e ramena ce système

aux deux formes canoniques suivantes :

(D Système de commande direct :

x = Ax

Système de commande indirect :

x = Àx+l
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où :

X état du système, vecteur réel de dimension n

A matrice réelle constante nxn.

^ entrée du système ou commande

<J sortie du système

^ et G" fonctions scalaires du temps

b transformation d'entrée

n transformation de sortie

b et n vecteurs de dimension /n. , constants et réels.

En réalité les systèmes © et (ÏJ) n'en font qu'un, la

seule différence provient du fait de l'existence d'une valeur propre

nulle dans la matrice A .

Aux concepts de stabilité que l'on a donné, il est nécessaire

d'ajouter maintenant ceux de controlabllité et d'observabilité dus à

Kalman.

D'un point de vue intuitif, comme l'indique Lefschetz un

système de commande est complètement contrôlable (c-c-) si on ne Peut

pas le décomposer en deux, la commande n'opérant; que sur un seul

11 -

Dans le cas où la décomposition est possible, le système

sera partiellement contrôlable, ou simplement, non contrôlable.

Un système ne sera complètement observable (c.o.) si

connaissant la commande et la sortie du système, on ne peut pas toujours

déterminer l'état du système.

Sans entrer dans le cadre de la théorie développée par Kalman,

nous nous contenterons de définir explicitement les éléments que l'on

utilisera par la suite.

Définition 2.1 : La paire A, b est complètement contrôlable si les

vecteurs :
\o, Ab , A*k, . . . , A^b

sont linéairement indépendants.

Définition 2.2 : La paire w , A est complètement observable si la

paire AT,T» est complètement contrôlable.

Nous ajouterons encore cette proposition :

XT e b H o V b implique x - o si et seulement si la paire

A , t est complètement contrôlable.

On fera ici une fois pour toutes, l'hypothèse de complète contre-

labilité et complète observabilité du treillis A,k& pour tous les

systèmes que l'on étudiera par la suite.
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Avec cette hypothèse, on peut démontrer qu'il existe une base

dans l'espace de phase X telle que :

"0 A % 0 . • • O"

o ''1
-tf< . . . . -*n

"o"

4

«
»

A

Pour le système (ï) on peut calculer la fonction de

transfert de la partie linéaire du système, avec ^ comme entrée

et cr comme sortie.

* /» A

Soient X , <j* et cr les transformées de Laplace de x f fe-

et a- respectivement.

Avec S variable complexe, on a :

SX = Ax

or. . A)"1

Avec les valeurs de A, fe» et •& données ci-dessus, on peut

calculer (à (s);

G (.S) «
s" •». â s"-" *. ... +- 04 _^

On étudiera donc, à partir d'ici la stabilité du système©

avec toutes ces considérations; mais avant d'entrer dans les théorèmes

qui concernent directement la stabilité, on donnera le lemme de Kalman

et Jakoubovitch qui est à la base de tout le reste.

3 - LE IEMME DE KALMAN ET JAKOUBOVTTCH

Au préalable, il nous faut donner trois définitions et énoncer

un théorème de Liapounov.

Définition 3.1 : Une matrice £ réelle m*i\ est définie positive si !

On écrira dans ce cas £ >O

Définition 3.2 : Une matrice *Z. réelle

si :

x ^ f x > x O V x
on écrira £&o .

est serai définie positive

Définition 3.3 '• Une matrice A réelle w * n est stable si toutes les

racines de son équation caractéristique î

ont leur partie réelle négative

Théorème ̂ .1 : (Liapounov) : Etant données les matrices : A stable

réelle

matrice

et

* n et "P réelle n x in , il existe une et une seule

réelle to x n solution de

0 Si

•s; si

Il existe plusieurs versions du lemme de Kalman et Jakoubovitch.

Nous donnerons ici l'énoncé de deux d'entre elles que nous

considérons comme les plus intéressantes.



Lemtne 3.1 : ( Lefschetz1^ ) : Etant donnés les matrices A , stable

réelle n x n et 7 » o réelle n x n , les vecteurs b 1 o et « réels

de dimension H , les scalaires IvO et € > O ; il existe une matrice

"Z v O réelle n x n et un vecteur 3, réel de dimension «a , solutions

de :

FA

2)

Si et seulement si :

@ Ï+. ̂e. XT Cju)I-A)"4t>>o
et £ est suffisamment petit.

pour tout T*J réel

En d'autres termes, © est la condition nécessaire et suffisante

pour l'existence de & et <% solutions de l) et 2).

Lemme 3.2 : (Meyer -t4 ) : Soit A une matrice réelle stable n x vi et

soient V un nombre réel positif ou nul, fc> et K deux vecteurs réels de

dimension /n , si :

© If 4 ĉ. 4TCju>I-A)-Ai,^o pour tout W réel ,

il existe deux matrices réelles *ixm /S- et P et un vecteur réel

de dimension ia tels que :

0

îiO

iv) n J X €

La différence entre ces deux versions se trouve dans les signes

de > et ̂  pour © et P , mais en réalité les résultats que

l'on peut obtenir avec l'une ou l'autre sont d'une manière quasi générale

identiques. Nous avons choisi la version de Meyer (que nous indiquerons

par MKY) pour uniformiser nos résultats avec ceux déjà obtenus, et si

nous avons présenté la version de Lefschetz c'est pour indiquer qu'il

a donné dans son livre, à notre avis, la plus claire de toutes les démons-

trations de ce lemme.
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4 - IE THEOREME DE POPOV ET SES GENERALISATIONS

Théorème 4.1 ( Popov * ) : Soit le système dynamique

x= Ax

Sous les hypothèses :

i) cp(o-) continue

ii) cs-(o-) >o

iv) Vk ̂  O

v) La matrice A ««t

S'il existe c^>o et A'&O * constantes réelles, telles

que :

© 5^-K o(4-/liu&) GCjuaH^O pour tout uîréel
t I •* ' •*

le système @ avec les hypothèses i) à v) est absolument stable.

Démonstration :

or G(ju>)=: ̂TCju»I-A)"4U , et la condition (g) de stabilité devient

équivalente à :

Soient : et TU , avec le lemme MKV

«.ous avons î il existe

2) £b --ft

Soit ôj
•

une fonction de Liapounov possible

17 -

et 9. solutions de

% est obtenue par le Itmme MKY^ puisque

nos hypothèses, on a :
d'après

«) Vfo).o

Evaluons V (x) ;

Remplaçant ô" et ajoutant et retranchant <^crip(cr), on obtient

+A

Remplaçant par 1) et 2) :

x< o
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II reste à démontrer (voir corollaire 1.2) que

V~(xU))sO *r x(tf=0

En effet : "\/" ( x) s O implique

donc ip(aO-0 , et ;

x * A x , x*e A f c Xo
Nous avons donc:

^TeAVl> s o «Jt xe
T P xc * o

d'après la partie IV) du lemme MKÏ .-

X0 » O sp x Ct) a 0

La stabilité absolue est démontrée.

Théorème 4.2 : Soit le système dynamique (j sous les hypothèses

0 continue

iô O < t j r < M

iii)

iv) £Tb*0

y) La hrjatnce A est

S'il existe ex">o et

que :

constantes réelles, telles

pour tout lu réel ,

le système w est absolument stable.

Démonstration :

, et @ est équivalente à

19 -

Soient : x

on a : £,*P et

solutions de :

2)

soit VM. j ***««•

> o t îi)

•
Evaluons v Cx) :

et Mior

une f. de Liapounov possible

iiA &m V(x)

Ajoutant et retranchant y (o-) *• a

Substituant par 1) et 2) :
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avec le même raisonnement qu'au théorème 4.1 on arrive à v 6c)

et à démontrer le théorème.

Lemme 4.1 î

Démonstration :

Soient CU et

Essayons d'écrire €fc~* sous la forme

1)

Q +• Q"&£, donc

-S>Q'4tftTf-'1 , et revenant à l)

, donc

J..P.

Théorème 4.3 : Soit le système dynamique © sous les hypothèses

'0 (f(a) continue

>0 •} < cfjjpî * M
^ /

iv)

ai * t t\V

stable.v) La matrice A e A - 9«?fc est

21 -

S'il existe e>t>Q et &"* O , constantes réelles, telles

@ & ± 4to(ui.Aji*) GCjià »o pour tout cO réel ,
-* ' -i + - ï ( â ( u O

que :

le système (D est absolument stable.

Démonstration :

Xs Ax - kxpCa)

Ajoutant et retranchant •* b<r

Soient : A'3 A - et

o< irfo? <• M-
o- '

X= A;x-

ir(o)-o

Faisant appel au théorème 4.2, on obtient comme condition de

stabilité :

Avec le lemme 4.1, on arrive à :

j r ^±4->Ca(«»)
C.Q.F.D.
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Nous essayerons maintenant de faire une interprétation graphique

des résultats obtenus aux théorèmes 4.1, 4.2 et 4.5.

Soit

Sur la fig. 4.1 nous avons le plan modifié de Nyquist ou plan
de Popov : j6aG»(ju>),

4.2)- Co< + pj

La condition de stabilité ®

signifie que le système @ est

absolument stable si la représen-

tation de G(j«>) dans le plan

de Popov se trouve entièrement à

droite dTune ligne droite à pente

positive passant par l'origine.

O<

De la même manière qu'au 4.1 :

La condition de stabilité ©

signifie que le système © est

absolument stable ei la repré-

sentation de <£(ju>) dans le

plan de Popov entièrement à

droite dfune ligne droite à

pente positive, passant par

C-l , o) . (fig. 4.2.)

4.3) - •* N< (Pfo* < «U

«" '

Or :
M.-

donc :

Puis *4-Ai'«>) M f âliuLt-dAl
|J Çlaîjïïl (Cl

'0

Soit S variable complexe.

La condition 3&t {H(ju>)J»O correspond dans le plan (a 60

(fig. 4.3), plan obtenu par une transformation conforme à partir de H($),

à l'interdiction pour CaCjw)

de pénétrer ou d'entourer le

cercle -i , -i , ceci en
T> r*

raison de la correspondance

existant entre ce cercle et le

plan réel négatif de Hfe), et

l'hypothèse *»v) du Th. 5.3.

Fi. 4.



doit rester à l'intérieur du cercle -i , ~± :
* v

Nous avons donc une condition suffisante de stabilité qui donne

lieu à une interprétation graphique simple, et de plus apparaît

(pour •? •» o ) comme une généralisation de Nyquist; en effet pour •tfsp

cette condition coïncide avec celle de Nyquist.

Ce résultat est équivalent à celui de Sandberg , mais il

est plus large, si la condition du cercle est en défaut; il reste encore

à vérifier le cas

2) fi

fLLl,±.i}»LL±
^ ( 4 f > * <

<)

On peut remarquer que le terme en °< correspond à l'équation du

cercle déjà vu, et la condition du cercle en défaut implique précisément

que ce terme soit négatif et la nécessité de l'appel au terme en (î .

Développant © :

Prenant ce dernier terme "^O, @ le sera aussi par conséquent, et

on trouve comme condition suffisante pour la stabilité que dans le plan de

Popov, pour *D>o, (£(jto) doit

rester à l'extérieur d'une parabole

qui coupe l'axe réel en -i , -i
V /*

qui, par extension du

terme employé pour le cercle, est

la parabole limite.

Pour S<0 , <S(ju>) doit rester

à l'intérieur de la parabole

Ce résultat de la parabole est équivalent à celui de Bergen

et Sapiro ̂  publié aux U.S.A. dans l'année 1967.
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5 - UNE NOUVELLE UTILISATION DU LEMME MKE

Le théorème de Popov et ses généralisations étudient les

systèmes dynamiques décrits par un système d'équations différentielles

de la forme :

ic A

-f (a)

Ce système d'équations comprend comme cas particulier les

équations différentielles du type :

Or les équations du type de Van der Pol, c'est à dire :

4k - f

n'entrent pas dans ces études.

Ceci nous a amené à porter notre attention sur les systèmes

dynamiques décrits par un système d'équations différentielles de la

forme :

Lemme 5.1 :

(i**b«T4.(x-:L 1
\ H*fcfcTt

En effet :

Théorème 5.1 : Soit le système dynamique
hypothèses :

0 yfo) continue

VO 0<

«0 ?

îv) La matrice A est stable

sous les

est la fonction de transfert de la
partie linéaire du système.

Si :

© A.JU) <5£ju>)̂ O pour tout tf réel

Le système (g) est absolument stable.

Démonstration :

Remplaçant ij et <r par ses valeurs en x :

x- Ax
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Faisant appel au lemme 5.1 :

x » f : E _ Wx)lt;T \
l ï T T O V l J

x . Ax . U Wfrx) .-fcTAx
14

Soient : > O et 9 M

La condition © est équivalente à :

Soient et
avons :

T , avec le lemme MK¥ nous

II existe j£>o, "P«-O et q. solutions de :

1)

» 2) ffc».le, Jl^îa

Soit VYx)t: 4 x^fx* une fonction de LLapounov possible.
z

Evaluons sa dérivée :

Ajoutant et retranchant «f C Vx) l eMl*- ftTk( ̂  (KTx)

29 -

Or :

- if («Tx> CeCxflS VUtifr t

Remplaçant par 1) et 2)

-vT(x>« -[fxvVï<p(Vx)8Cx)]2_
l

II reste à démontrer que "V (xtt))»O -r x(t)aO .

•^»

, " V *En effet, "V *o implique

et

, d o n c x =

, d'après %.v) du lemme

MKï X.-0 tp. x(«20. On a alors ÎT(x)<0 V X^O et le théorème

est démontré.

Théorème 5«2 : Soit le système

0 o< \k<r)<M t \|>Co)«o

il) vb (q) continue

î») ̂ k»o

ïv) La matrice A est stable.

sous les hypothèses
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Si :

© i 4. &e,]u>(â(\iàx'O pour tout iJ reel
I4 J J

le système (2) est absolument stable.

Demonstration î

De la même manière qu'au théorème 5.1 on arrive à :

i* A*-

La condition @ est équivalente à :

i*l- A)''
*

Soient K 4r
on a

et fc«ATfi avec MKYr
T>^ o et 3- solutions de :

2)

Soit ~V(x)=- lxTJ?x une fonction de Liapoun̂ v possible

Ajoutant et retranchant

T
X)

Remplaçant par 1) et 2) et effectuant :

Avec le même raisonnement qu'au théorème 5.1, on démontre

Lemme 5.2 :

Démonstration :

Soient $a si-A et j?«5I-A

"Essayons d'écrire " sous la forme :

Multipliant à gauche par Q et à droite par 32 :

On obtient ainsi :

Remplaçant cette valeur de "&

dans 1) et multipliant à gauche par

f*T et à droite par Ja-

donc :

•«*• - » b 4- C.Q.F.D.
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Théorème 5.3 : Soit le système (2) sous les hypothèses

înUe.>) •><>)> (VxXk

îtO La matrice À-*bfeTA est stable

Si :

u> pour tout vî réel

le système <© est absolument stable,

Démonstration

x= Ax -

Ajoutant et retranchant

X-

Soit

Soient A1»

et

On a donc

x* A'x -b'

Faisant appel au théorème 5.2, avec C5'(s/a $T(sI-A')"4 \*

on obtient comme condition pour la stabilité :

Tenant compte du lemme 5.2

on arrive à :

@ 4_4 fce 4

Interprétation :

est équivalente à :

Opérant :

C.Q.F.D.

•M

1) •»(>. Le système dynamique Ë) est absolument stable si, dans

le plan complexe s 6 fe) , la

représentation de ju> (âCjt*)

n'entoure ni ne pénètre

le cercle ( - i -i. )
v H

(fig. 5-D



2) -J^O. ju)û(ju>) doit rester à l'intérieur du cercle (

fig. 5-2.

-i , -J. )

Sandberg* en étudiant la stabilité des circuits électriques

avec capacitances variables, a obtenu une condition de stabilité dans

laquelle apparaît aussi, un cercle limite.

Il est facile de voir que si ̂  a les dimensions d'un courant

et or celles d'une tension, ^>Ccr> a celles d'une capacitance et la

condition © de stabilité est équivalente à la condition de Sandberg.

6 - UNE HYPOTHESE PLUS RESTRICTIVE

Nous ferons maintenant, pour le système dynamique ŒI; , une

hypothèse plus restrictive sur fi'lo ; ceci nous permettra

d'obtenir une série de résultats plus larges que ceux obtenus dans

la partie 5.

Théorème 6.1 t Soit le système dynamique :

«T.-JTx

sous les hypothèses :

î ) 4>(o) continue .
ii) v|)C«r)>0 . *|Xo)*O .

iu) «Ti».0.

iv ) la matrice A est stable.

S'il existe ot*o et , constantes réelles, telles que:

(§) 4#e(a/+aj«x!)G(jui)35.0 pour tout t£ réel , le

système (i , avec les hypothèses v) à iv) est absolument stable.

Démonstration :

Remplaçant et cr par ses valeurs en X :
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Or :

Cl * 5.1, oîk Vfc.o)

done :

x« Ax-

La condition © de stabilité est équivalente à :

ifcTA)(ju>l-A)-'b>o , équivalente à :

CjuH-A)-4U»0

Soit Xe«*-fc4-/tAT-& , avec le lemme MKY nous avons :

il existe $yO ,D»o et 4, solutions de :

2) ib-4.0

Soit V60

Liapounov possible.

;} -\TU)>o.

JT5.
4. <x une fonction de

Evaluons sa dérivée

iTCx).

xr VAx- ftTAx

Remplaçant -fê x et ajoutant et retranchant

. »

Substituant par 1) et 2) :

"if (x)s .

II reste à démontrer que v (x(tt)so =* *WsO.

En effet, "if*o implique v|>(flfr) ({,TA^«rû , donc x.Ax:

I» partie IV)

du lemne MKY indique x0=o * x(t)«o .

Théorème 6.2 : Soit le système Ql) sous les hypothèses

i ) v|/ (a) continue

J i ) o^ \|>Co) < M t i|;(o)«o

n;) *Tb«o

îv) La matrice A est stable

que

l'il existe Qt-%.0 et ft>o , constantes réelles, telles

&.

système

pour tout tf réel le

avec les hypothèses i) à »v) est absolument stable.
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Démonstration :

De la même manière qu'au théorème 6.1 nous arrivons à :

La condition @ est équivalente à :

Soient et AT$» , avec le lemme MKY

nous avons :

II existe "2>o 9 T>*o et a solutions de :

2)

r
Soit *Kx)a ix

T£x + , une fonction de

liapounov possible.

ii) &»n lf{x)B PO

Ajoutant et retranchant p ̂ pfftTx)r*̂ TAx3^- (* îtj>rtiT

V

TÀx324. É î ̂rfW f.TAx3

Remplaçant par 1) et 2) et regroupant les termes :

- x-'Dx

II suffit de répéter le raisonnement du théorème 6.1 pour

arriver a :

Théorème 6.3 : soit le système @ sous les hypothèses :

•• ) J> («) continue

;0 ^

•v) La matrice

S'il existe

telles que :

«st stable

et »o , constantes réelles,

o pour tout itf réel

le système (l) , sous les hypothèses i) à »v) est absolument stable.

Démonstration

x, Ax-t

Ajoutant et retranchant

Avec : a)

b) A

o) ftT

H--» ,

nous avons



Faisant appel au théorème 6.2, avec <

on obtient comme condition pour la stabilité
• $TfsX-A')Mb

'-•>

Tenant compte du lemme 5.2 avec

on arrive à s

Interprétation des théorèmes démontrés :

Soit

Soit le plan de Popov (fig. 6.1) : j6e Gfju>) j *j

iûl<nG(ju»)
La condition g) signifie que le

système (jp est absolument stable, si

la représentation de GCju») dans

le plan de Popov se trouve entièrement

à droite d'une ligne droite à

pente >O passant par l'ori-

gine.

6.2) 4 4. SA ud 9.0 ; <?<

Soit d(jtu)s J4 •»• j

Soit le plan de Popov (Fig. 6.2) t .&. G Cj GJ) t vs lwr>G Cju>) .

La condition de stabilité ®

signifie que le système Qj) est

absolument stable, si la représen-

tation de G (jeu) dans le plan de

Popov se trouve entièrement à

droite d'une ligne droite à pente

^ o passant par (O, •<//* ) .

6.5)

est équivalente à '

1) - La condition de stabilité @ signifie que le

système Ç$ est absolument stable si

la représentation de J|u»C(ju>)

dans le plan complexe s&C*) ne

pénètre ni n'entoure le

cercle ( - i , -i ).i> r
F,'.. 6.3



2) -

ju>£iju>) doit rester à l'intérieur du cercle

S»o î Soit

Opérant sur (2) on arrive à :

- t,- i (fig. 5.2)

rt M9 V>7«* . j{ (j,**) *0+ * + * (M.*) -

est supérieur ou égal à AM-îiû1^*- f -f

Prenant ce dernier terme "& O , © le sera aussi en consé-

quence et on trouve comme condition suffisante pour la stabilité

absolue, que dans le plan de Popov (Pig. 6.4), <̂ (JM>) doit

rester à l'extérieur d'une parabole qui coupe lfaxe tu Xwi CTÉjoi)

en ^ , dL . Celle-ci est une

nouvelle parabole limite. Pour
•$<O t C"£jw>) doit

rester à l'intérieur de la parabole

f ' * '

Nous ajouterons maintenant aux théorèmes déjà démontrés une

extension qui peut se révéler intéressante.

Thé'orëme 6.4 î soit le système (jp sous les hypothèses î

î ) v|> Co^ continue

H) --5

Hi) ̂

**v) La matrice A est stable.

S'il existe o/̂ o . et a>o , constantes réelles, telles

que :

pour tout réel ,

système avec les hypothèse» '•) à '•<) est absolument stable.

Démonstration :

x =Ax-

La condition © est équivalente à :

ft _. (jo)X - A)"4 1 ̂ O

Soient ? = ê. et 4= -
"V

lerame MKY : il existe £>o ,

»Tvi , avec le
et 6. solutions de :

2)

Soit Y(x)= - c* J une

fonction de Liapounov possible.

ïf (x)s

Ajoutant et retranchant fi v|>UTxUfcTAxl*4. t

remplaçant par 1) et 2) et effectuant

^(liTx)ftTAxl
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La démonstration de *V Cx)<O

cas antérieurs.

Interprétation :

® £ - Sk
V9

Soit

t est Identique aux

it. G.5

<O

La condition © de stabilité signifie

que le système (§) est absolument

stable si la représentation de Cî(j«>)

dans le plan de Popov (fig. 6.5) se

trouve à gauche d'une ligne droite,

de pente ^ o , qui

passe par (o, - d) .
*V i
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7 - IA CONJECTUBE DE AIZERMAN

Nous avons indiqué dans l'introduction que la conjecture de

AEzerman est un cas limite pour 1* étude de la stabilité des

systèmes de commande non linéaires II importe donc de voir de plus

près en quoi elle consiste.

Avant de parler de la conjecture de AJCzerman proprement dite, il

est utile de présenter l1 énoncé de deux théorèmes 17 relatifs aux

systèmes linéaires i

Théorème 7.1 : Le système linéaire

avec À matrice réelle constante n x xi , est asymptotiquement

stable, si et seulement si, toutes les racines de l'équation caractéris

tique de A j

"'4 ont

leur partie réelle, négative.

On dira dans ce cas que A est une matrice stable (défi. 3.3) et

que "DCs) est un polynôme Hurwitzien

Théorème 7.2 s (Routh-Hurwitz) Le polynôme

est un polynôme Hurwitzien si et seulement si, tous les mineurs

principaux de la matrice H :



0

o

0

0

a» as • • • ***-«
** a* **•*-«

• * • • • •

4 *t» » • 0*m-*

0 tf . . 0

o o . . a*

c'est à dire j

sont positifs.
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«î

Conjecture de Aïzerman î

Pour le système de commande direct, elle peut se formuler ainsi :

Soit le système

x « A x

et le système linéarisé :

Si le système linéarisé @ est absolument stable

alors le système non linéaire (j) est absolument stable pour:

Nous essayerons maintenant de voir dans quels cas cette conjecture

est valable. On peut remarquer qu'il suffit d'étudier le cas : o<f\4 p

le cas le plus général -9 •$ A x< p pouvant être ramené à la première

forme, comme nous l'avons fait au théorème 4.3*

Théorème 7.3 s Soit le système dynamique de commande direct @ ,

sous les hypothèses :

•, ) O < f &
CP

;0 La matrice A est stable

S'il existe une quantité réelle , telle que T/ïx)-

avec *£ matrice constante symétrique, définie positive, est une fonction

© \ r o
pour A s \ , le système

non linéaire avec ON<" est absolument stable.

Démonstration :

Soit le système linéaire

CD x,Ax

II existe, TK. 3.4, *2 > O solution de :

£e - £.<£ , «t > O

dans ce cas elle est î Y(x) s 4. XT£X * u116 fonction de Liapounov pour (ï) •
z '

en effet :

<O

Soit le système



Soit *T(X)B lxTJ?X une fonction de Liapounov possible pour (g)

pour A--M -iTCx) est définie négative :

Soit maintenant le système CE) ï

Soit "lT(x):r i xTJ?X une fonction de Liapounov possible pour
2

•\T(x)=

•\T(x),

Ajoutant et retranchant :

définitive, avec :

et TT (<r) « ( M -

Si

TycJx'JÊWPx ©

Si

Vx/o C.Q.F.D.

II est intéressant de voir maintenant la signification du

théorème 7. 5* mais pour cela, il nous faut utiliser les deux propositions

suivantes :

l) - V est une fonction homogène de degré /m. , des variables

*4 j- ' '> ** * si :

2) - Si Vj est une fonction homogène de signe défini , cette propriété

se conserve pour :

.où "V est une fonction homogène de même degré que

coefficient petit

L'expression :

et € est un

entre précisément dans le cadre de la proposition 2, avec
!

La valeur maximale de A pour laquelle ~V60 reste définie

négative sera la valeur ̂  du théorème 7.j5. M peut fetre déterminée à

partir des conditions de la définition du signe de la matrice :

à

Localement au moins, la conjecture de Aïzerman est donc valable.

Pour le système linéarisé, le théorème 7.2 ( -K. H- ), appliqué

, nous donne les intervalles de stabilité pour A : O $ A < >t .

La question que l'on peut se poser tout de suite est : H» -M. ?
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Si cette proposition est toujours vraie, la conjecture de

Aïzerraan serait valable globalement, mais malheureusement ce n'est pas
f fk 4̂

le cas. Les exemples au contraire de Pliss , Dewey et Jury

infirment sa validité. Il faudrait donc, dans ce cas, ajouter des con-

ditions supplémentaires sur <p(«ri ou sur la partie linéaire du

système © .G*est précisément dans cette dernière voie qu*ont été

engagés les travaux de Popov et de ses continuateurs.

Il est intéressant de mentionner que des travaux ont été faits

postérieurement, en particulier ceux de Brockett et Willems *° et de

Narendra et Neuman a* dans lesquels iç> (<r) a été soumise à de

nouvelles contraintes.

Nous verrons maintenant ce que donnent dans l'optique de la

conjecture de Aïzerman, les théorèmes démontrés dans les parties 4,5

et 6.

Il nous resterait à dire que si le système traité dans le

théorème 7.5 est un système de commande direct @ , on peut répéter

sans difficultés le même raisonnement dans le cas d'un système QÎ

8 - APPLICATIONS

1) Systèmes décrits par

X«s Ax- b<f(<r)

a) Equation -du 2i"** degré :

x+-ax + I»XH

tuIw» 6Ci*)«

Le système est stable pour toute tf (ci) continue, telle que :

0 < fis) , résultat coïncidant avec celui d'un système linéaire.

b) Equation du 3eme degré

x f a. x j. t x 4. ex



Pour le système linéarisé : ^ > < B c r t ia condition

de stabilité implique : cet- Ce 4 A) >o , donc :

Pour le système N.L. la stabilité est garantie pour :

O < fis* <*t-c, ce résultat coïncide également avec celui d'unl

2) Systèmes décrits par :

Xs Ax - t>4»Co)cr

a) Equation du 1f*' degré

s),
,. I.î

6*4

Le système est absolument stable pour :

6.4.

î ) 04

îi) - <u <

Ce résultat coïncide avec celui du système linéarisé pour i )

îi) À<CO y respectivement.

b) Equation du ̂ ème degré

x+o.x + (i> + <|>(x))x 4. ex BO

5* 4 <X «14- tar + a

La droite de pente

passe par

qui

« laisse

à sa gauche si a.t-c<o.*

Le système est absolument stable pour :

< u <

••) ^ si A k - <
- c

Pour '0 le système linéarisé donnerait p « <*• , et pour
• ' ) le résultat coïncide mais avec une condition supplémentaire

pour le cas non linéaire.
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