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Introduction

L’ imagination est plus importante que la connaissance. La connaissance
est limitée. L’imagination, elle, dépasse toutes les frontiéres.
A. Einstein

Ce mémoire de thése s’adresse en premier lieu & un public averti. Je 1’ai voulu
néanmoins aussi pédagogique que possible. Les travaux que j’y présente, et qui sont
pour la plupart originaux, sont comme ils se doivent en prise avec la recherche
actuelle. Alors bien siir certains développements mathématiques pourront sembler
insondables au profane, certaines formules pourront faire sursauter. Mais une thése,
c’est avant tout deux choses : du désir et de 1’effort. Désir de découvrir, qui nous
anime parce que nous avons eu la chance de connaitre le plaisir qu’il y a2 & comprendre
quelque chose de nouveau. C’est un gofit pour ’esthétisme, pour la connaissance, le
désir de participer 4 la création du savoir. Et surtout I'effort sans lequel on ne peut
rien créer, ’effort parce qu’avant de comprendre, et que tout s’éclaire, on travaille
dans I'obscurité. La réalité, ce sont plusieurs mois d’incertitude et de doute, & vou-
loir pénétrer un territoire inconnu, celui des résultats & découvrir, sans étre sir que
nos outils et notre connaissance puissent y suffire.

J’ai donc voulu essayer de transmettre dans ce mémoire un peu de ce désir qui m’a
animé, et éclairer le chemin que j’ai suivi pour que mes efforts puissent profiter a
d’autres. En particulier, j’ai inclus deux sections plus didactiques pour ouvrir le pre-
mier et le troisiéme chapitre. La premiére est une présentation des théories de jauge
classiques avec le regard du mathématicien. Son objectif est de définir proprement
ces objets communs au physicien du champ, tout en permettant une compréhension
globale. La seconde, au début du troisiéme chapitre, permet d’introduire les variétés
de Calabi-Yau, outils de base de la compactification, avant d’aborder mon travail
sur les variétés plus générales a structure SU(3).

Par contre, je ne souhaite pas ici faire une introduction détaillée a la théorie des
cordes. Pour ceux qui voudraient davantage de précisions techniques sur sa construc-
tion, il existe en effet déja beaucoup de trés bons cours introductifs®. Je me conten-
terai donc d’en brosser un portrait rapide, lisible je 1’espére par un public plus

1 On pourra se référer par exemple & [1, 2, 3], que I’on trouvera sur www.arxiv. org aux références
indiquées (hep-th. ..). D’autre part, on pourra lire avec bonheur le livre de Brian Greene, L’univers
élégant [4], ouvert & un plus large public mais qui touche 2 certains aspects essentiels de la théorie,
en particulier la compactification. Ce livre a derniérement été adapté en documentaire d’animation
aux Etats-Unis.



2 INTRODUCTION

large. Cela me permettra de situer mes travaux de thése, que je décris dans les trois
chapitres de ce mémoire.

Pourquoi les cordes sont-elles si attachantes ?

Comme son nom l’indique, la théories des cordes contient des cordes (fig.1). Celles-
ci peuvent étre ouvertes comme un bout de ficelle, ou fermées comme un élastique.
Mais comme son nom ne l'indique pas, elle contient aussi des branes (fig.2), qui
sont des surfaces & plusieurs dimensions?. Ce sont ces cordes et ces branes qui sont
les objets fondamentaux de 'univers. Ce sont eux qui créent les particules et les
interactions.

g O

F1G. 1 — Cordes ouvertes et cordes F1G. 2 — Les branes “apparaissent”
fermées sont les ingrédients de base naturellement dans la théorie, et
de la théorie des cordes. sont essentielles 4 sa compréhension.

La relation entre les cordes et les particules observables est la méme que celle entre
les cordes d’un violon et les notes que 1’on entend : ce sont les vibrations des cordes
qui créent les notes de musique.

Ici, les modes de vibrations des cordes sont les champs, c’est-d-dire les particules.
Bien sfir, les cordes sont tellement petites que I’on ne peut pas les voir directement,
mais on observe leur mode de vibration fondamental (de masse nulle). En particulier,
on y trouve :

» pour les cordes fermées : g,.,, By, ¢

» pour les cordes ouvertes (fig.3) : A; — le groupe de jauge est abélien
ou non-abélien selon le nombre de branes

On retrouve ainsi la gravitation (g,,) et les théories de jauge (A;). Le diluton ¢ inter-
vient entre autre dans les modéles cosmologiques, o il permet de recréer I'inflation.
Quant au champ de fond antisymétrique B,,, élucider son rdle est la problématique
générale de cette thése.

En étant plus précis, et c’est le premier aspect de mon travail, on peut se demander
ici comment décrire le couplage du champ B, aux D-branes. En effet, si ’on connait
bien les D-branes plongées dans un espace plat, et sans champ B, on ne sait pas, ou
mal, écrire les interactions des champs sur la brane (A; pour le secteur bosonique)
4 des champs de fonds non triviaux. Nous verrons ainsi que le couplage au champ

2 Le terme vient de membrane, surface & deux dimensions, comme une feuille de papier.
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F1G. 3 — Les extrémités des cordes ouvertes s'attachent sur les branes,
et créent un champ de jauge. Le groupe de jauge est U(1) pour une brane
isolée, et U(N) pour un paquet de N branes coincidentes.

B peut étre décrit par 'intermédiaire d’'une théorie de jauge non-abélienne sur la
brane, grice 4 la transformation de Seiberg-Witten, que nous étudierons dans le
premier chapitre.

D’autre part, si 'on croit que les cordes sont les objets fondamentaux de notre
monde, alors nous vivons dans un espace-temps & 10 dimensions (9 dimensions d’es-
pace plus le temps). Il faut donc faire “disparaitre” 6 dimensions spatiales, ou plus
précisément les compactifier. Un tuyau d’arrosage est un bon exemple pour illustrer
cette idée : vu de loin, il semble unidimensionnel puisque son diamétre est trés fin
par rapport & sa longueur. Mais s’il n’avait pas deux dimensions, ’eau ne pourrait
pas s’écouler a l'intérieur. Ici, ce sont donc 6 dimensions spatiales qui doivent é&tre
enroulées trés serrées pour disparaitre 4 nos yeux. Cependant, la maniére dont elles
s’enroulent aura des conséquences sur notre monde 4 grande échelle. Cette “manié-
re” s’appelle techniquement la variété de compactification. En I’absence de champs
de fond, ce doit &tre une variété de Calabi-Yau. Nous verrons dans le chapitre 3
que la présence d’un champ B, oblige 4 se placer dans un cas plus général, ou
I’'on parle de variétés & structure SU(3). Nous essaierons alors d’élargir la notion
de symétrie-miroir, concept essentiel qui relie deux variétés conduisant i la méme
physique, grice & la T-dualité.

Enfin, et c’est un comble pour une théorie qui se prétend la théorie ultime de 'uni-
vers, il y a 5 théories des cordes consistantes. Elles sont différentes, mais partagent
des propriétés essentielles, qui ont conduit les théoriciens & comprendre qu’il ne
s’agit en fait que de 5 facettes d’'une méme théorie, appelée M-théorie (fig.4). Un
peu comme si ’on regardait une piéce a travers 5 trous de serrure : c’est toujours la
méme piéce, mais chacun n’en voit qu'un morceau, et chaque fois différent.

Cette M-théorie est encore M-ystérieuse ; on sait néanmoins qu’elle a 11 dimensions
(10+1) et qu’elle contient deux types d’objets : M2 et M5. La membrane 3 deux
dimensions M2 joue le réle des cordes. En effet, pour retrouver les théories des cordes
A partir de la M-théorie, il faut enrouler une dimension. Et si vous roulez trés serrée
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F1G. 4 — Les 5 théories des cordes consistantes sont reliées par un réseau
de dualités. Elles sont 5 secteurs perturbatifs de la M-théorie.

une membrane, il vous reste une corde 4 une dimension. Quant & M5, c’est une brane
a 5 dimensions, sur laquelle peut venir s’accrocher M2. C’est elle qui joue le role
des branes de la figure 3. Souvenons-nous alors que pour les D-branes et les cordes,
nous savions décrire non seulement une brane unique (grice & une théorie de jauge
abélienne), mais aussi un paquet de branes coincidentes (la théorie de jauge devient
non abélienne). Sur une brane M5 par contre, si 'on connait la théorie abélienne
associée, on ignore tout de sa version non-abélienne. On ne dispose méme pas de
candidat bien formulé. Dans le chapitre 2, nous aborderons cette question sous dif-
férents aspects.

Ces travaux ont fait 1’objet de deux articles originaux, ainsi que de plusieurs sé-
minaires parfois assortis de comptes-rendus. Ces deux articles sont reproduits en
annexe. Le premier {36] est basé sur les travaux décrits dans le chapitre 1, le second
[71] sur ceux du chapitre 3.



Chapitre 1

D-branes non-commutatives

Objectif A long terme, nous voulons comprendre le couplage du champ de fond
antisymétrique B,, aux D-branes non-abéliennes. Pour cela, nous tenterons d’expli-
citer la transformation de Seiberg-Witten sur le secteur de jauge, puisque les branes
non-commutatives permettent d’interpoler entre la situation abélienne et les théo-
ries non-abéliennes.

Plan du chapitre Je vais tout d’abord présenter la transformation de Seiberg-
Witten, ainsi que le formalisme utilisé, pour me permettre de bien poser le probléme,
4 savoir trouver une expression explicite de cette transformation sur les champs de
jauge. Je décrirai ensuite différentes approches utilisées pour le résoudre, dont la
résolution récursive que j’ai développée au cours de ma thése. J'expliquerai comment
elle se rattache aux travaux de B. Jurdo, P. Schupp et J. Wess [30], ainsi qu'a ceux
de Kontsevich [37]. Enfin, nous verrons comment aborder le cas non-abélien de la
transformation de Seiberg-Witten, puisque tous les calculs explicites ne seront faits
que dans le cas abélien. Bien sfir, je traiterai le cas général dans toute la partie de
présentation, et aussi longtemps que possible.

1.1 Les théories de jauge

J’aimerais décrire ici un peu plus en détails ce qu'est une théorie de jauge, et en
particulier les structures mathématiques sous-jacentes. Je précise que ce ne sont pas
les actions qui m’intéresseront, mais la description des champs et des transformations
de jauge. D’autre part, les champs seront toujours ici des champs classiques, et je ne
m’intéresserai pas a leur quantification. Commengons donc par rappeler les formules
bien connues, et nous verrons ensuite qu’elle est leur justification mathématique!®.

1.1.1 Présentation du physicien

Dans le cas le plus simple, c’est-a-dire une théorie abélienne de groupe de jauge
U(1), le potentiel de jauge (ou connexion) A = A,dz* est une 1-forme et a pour

1 L’approche que j’ai choisie ici est tirée du livre de John Baez et Javier Muniain [5].

5



6 CHAPITRE 1. D-BRANES NON-COMMUTATIVES

courbure la 2-forme F = 1F,, dz* A dz” :
F =dA, F,, = 0,A, — 0,4, (1.1)
La transformation de jauge ¢ s’écrit, avec A une 0-forme quelconque
0A = d), 0A, =9, (1.2)

La courbure est donc invariante de jauge, puisque d? = 0.

Dans le cas plus général ot le groupe de jauge est non-abélien, la connexion A, tout
comme F et A, est & valeur dans ’algébre de Lie du groupe de jauge. Par exemple,
lorsque le groupe de jauge est SU(n), ce sont des matrices n x n hermitiennes?
de trace nulle. Dans les formules précédentes apparaissent alors des commutateurs
d’algébre de Lie, qui étaient nuls dans le cas de U(1). La courbure s’écrit

F, = 0,4, — 8,A, —i[A,, A)] (1.3)

Cette fois, elle n’est plus invariante de jauge, mais covariante®. En effet, les trans-
formations de jauge prennent la forme

§A, =0, —i[Ay, N =D, 0F, =i[\ Fu] (1.4)

1.1.2 L’éclairage du mathématicien

Quittons maintenant la peau du physicien pour nous glisser dans celle du mathéma-
ticien. Et reprenons.

Une théorie de jauge, c’est tout d’abord un fibré vectoriel sur la variété
d’espace-temps.

Qu’est-ce qu'un fibré?

Pour faire simple, un fibré, c’est la réunion d’un espace de base (une variété différen-
tielle M), et d’une fibre (un espace vectoriel V') que 'on colle en chaque point de M.
Un peu comme un champ de blé, ou la terre joue le réle de la base, et chaque tige est
une fibre, chacune plantée en un point précis de la base. Pour anticiper un peu avec
cette image, 'un des problémes qui se posera par la suite sera de savoir comment
une puce se déplace d’un épi 4 'autre. Vous trouverez peut-étre que tout cela ne
fait pas trés mathématicien, contrairement a ce que je viens d’annoncer, alors voila
la version moins simple. .. et plus rigoureuse :

2 En général, les physiciens paramétrisent 1’algébre de Lie par U = e**, ot U € SU(n). X est
donc une matrice hermitienne. Tandis que les mathématiciens préférent écrire U = ¢*, faisant de
A une matrice anti-hermitienne. Cela bien sfir ne change pas la dimension de ’algébre.

% On dit que la transformation de f est covariante lorsque £ se transforme comme 1), oil 9 est
un champ de matiére. A ce titre, la transformation de jauge U = e** agit comme

W — U, 0 = iy
Donc, pour que fi se transforme de la méme maniére, I/ doit agir sur f par

f—UfUY, 8 =i\ f]
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Définition 1.1.1 Un fibré (E, ©, M) est une variété E (I’espace total ou fibré),
muni d’une application surjective 7 (la projection) sur la variété M (la base). En
tout point p de M, l’espace

E,={q€ E/n(q) =p}

est appelé fibre en p. St ces fibres sont des espaces vectoriels, alors elles ont toutes
la méme dimension, et E est un fibré vectoriel.

Un bon exemple de fibré vectoriel, que nous allons utiliser, est le fibré tangent. L’es-
pace tangent en p de la variété M, qui sera pour nous I'espace-temps {ou en tout
cas la zone sur laquelle est définie la théorie de jauge), est noté T, M. Il a bien sir la
méme dimension que M. On peut s’en faire I'image géométrique intuitive suggérée
par son nom. Sur une surface par exemple, plongée dans 'espace & trois dimensions,
Pespace tangent en p est le plan tangent a la surface en p. Une autre formulation,
plus abstraite, nous sera plus utile : lorsque I’on a défini des coordonnées z* au voi-
sinage de p, T, M est I’espace engendré par les dérivées partielles ;. Le fibré tangent
est la réunion de toutes ces fibres, et est noté T'M.

Cela nous permet d’introduire un deuxiéme fibré classique, dual du fibré tangent :
le fibré cotangent. Chaque fibre est cette fois engendrée par les différentielles dz*
des fonctions coordonnées. Il est dual du premier au sens ol I’espace cotangent en
p, Ty M est dual de T, M comme espace vectoriel. Le fibré cotangent est noté 7M.

Qu’est-ce qu’une section ?

Comme son nom I'indique, si le fibré est un champ de blé, alors une section est une
coupe de ce champ : imaginez que vous fauchiez ce champ avec une grande faux,
coupant chaque brin & la hauteur que vous choisissez. En termes plus précis,

Définition 1.1.2 Une section s est une fonction de M dans E telle que
Vp e M, s(p) € E,
On note I'(E) U’ensemble des sections de E.

Cela signifie qu'une section associe & tout point p de la base M un vecteur de sa
fibre associée E,. Ainsi, si s et s’ sont deux sections, on peut facilement construire

la section s+ & :
(s+)(p) = s(p) + 5'(p)
De méme, si f est une fonction C*® sur M, alors fs est la section :

(f8)(p) = f(p)s(p)

Ces deux relations ne sont rien d’autre que ’affirmation, en termes techniques,

Proposition 1.1.3 I'(E) est un C*°(M)-module.
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Pour un physicien (qui fait de la théorie des champs), les sections de fibrés sont
des objets trés naturels. En effet, les objets de base en théorie des champs sont des
sections :

— Les champs vectoriels sont des sections du fibré tangent TM. A chaque point de
I'espace-temps M, ils associent un vecteur de son espace tangent.

— Les 1-formes sont des sections du fibré cotangent 7*M. En électromagnétisme,
par exemple, le champ A = A, dz* associe & chaque point zV de Pespace-temps la
forme A(z¥).

— De maniére générale, les champs tensoriels d’ordre (p, g), p fois contravariants et
q fois covariants, sont des sections de (TM)®? ®@ (T*M)%9,

— Les p-formes sont des sections de (T*M)"? = AP(T*M).

Le groupe de jauge G fait de £ un G-fibré. Les transformations de jauge
sont alors des sections de End(E).

Qu’est-ce qu’un G-fibré ?

Soit {Uy,} un recouvrement de M, V un espace vectoriel et p une action de G sur V.
On peut définir le fibré E de telle sorte que G agisse naturellement sur F, autrement
dit, que E soit un G-fibré : E = U,(U, x V).

De plus, si p € (Uy N Up), alors sa fibre E, est définie dans U, x V (notons v son
élément générique) et dans U x V' (notons ¢’ son élément générique). Il faut identifier
les v aux v/, ce que nous faisons par I'intermédiaire des fonctions de transitions gog

Gag : Ua N Uﬁ e G
par la relation : v = plgag(p)| V.

Pour que cette identification définisse bien un fibré, les fonctions de transitions
doivent vérifier deux conditions assez intuitives :

— oo = 1 sur U,
— 9ap9pyGva = 1 sur Uy N Ug N U, (condition de cocycle)

La premiére condition traduit simplement le fait que nous ne voulons pas “mélanger”
une fibre. Les fonctions de transitions servent de dictionnaire lorsqu’une fibre pos-
séde deux définitions différentes (la définition « et la définition (), mais ne doivent
pas dé&former une définition donnée.

La deuxiéme condition, appelée condition de cocycle, vient du méme genre de re-
marque : sur une intersection triple U, N Ug N U,, passer d’une définition 4 l'autre
circulairement (de o a {3, puis 4 « et retour & o) doit faire revenir au point de départ.
La définition o ne doit pas étre déformée aprés ce petit voyage.

On pourrait en dire de méme pour les intersections & n ouverts, mais ces deux
conditions suffisent pour assurer toutes les autres. Elles suffisent 4 faire de E un
fibré vectoriel, ce que nous ne démontrerons pas ici.

Pour un physicien, un tel groupe G est un groupe de jauge.
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Qu’est-ce que End(E)?

Lorsque V est un espace vectoriel, 'ensemble de ses endomorphismes End(V') est lui
aussi un espace vectoriel, isomorphe & ¥V ® V*. De la méme maniére, nous définis-
sons End(FE), le fibré d’endomorphismes de F, comme étant le fibré E ® E*. Cette
définition assure que End(F) est bien un fibré. D’autre part, les fibres de End(E)
sont exactement les espaces d’endomorphismes des fibres de E (ce qui justifie la
notation) :

End(E), = End(E,)

Ainsi, si T est une section de End(E), alors en tout point p de M, T(p) est un
endomorphisme de I’espace vectoriel E,. A ce titre, T agit sur les sections de E par

T:T(E) — T[(F)
s — Ts  tel que (Ts)(p) =T(p)s(p)

Mieux encore, cette action est C*°(M)-linéaire, c’est-3-dire qu’en plus d’étre linéaire,
pour tout f € C*(M),

T(fs) = fT(s)
Réciproquement, on pourrait montrer que toute application C®°(M)-linéairc de ['(E)
dans lui-méme définit une section de End(E).

Qu’est-ce qu’une transformation de jauge ?

Supposons que F a pour groupe de jauge G, c’est-a-dire que E est un G-fibré. Soit
T une section de End(E). En tout point p de M, T(p) est donc un endomorphisme
de E,. Mais parmi ces endomorphismes, certains sont spéciaux : tous ceux qui cor-
respondent & Paction d’'un élément de G. Plus exactement, cette action est définie
par la représentation p : G — End(FE,). On dit alors que I'endomorphisme T'(p)
vit dans G lorsque T(p) € Im{p).

Définition 1.1.4 On dit gu’une section T de End(E) est une transformation de
jauge si et seulement si T(p) vit dans G pour tout p € M. On note G l’ensemble des
transformations de jauge.

Si g désigne l'algébre de Lie de G, alors g agit naturellement sur E, par la représen-
tation dp, différentielle de p :

¢ —L oL
VX do(X) = L] p(ex etX 2|
€8, do(X)=—| p(e”) di lt—0
t=0
dp
g——gi(V)

Ainsi, de méme que précédemment, on dira que I’endomorphisme 7'(p) vit dans g
lorsque T'(p) € Im(dp). Et que la section 7' de End(E) vit dans g lorsque T'(p) vit
dans g pour tout p € M.
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Le potentiel de jauge A, est (le potentiel-vecteur d’)une G-connexion.
Qu’est-ce qu’une connexion ?

Parler d’une connexion, c’est d’abord parler d’une dérivée. En effet, une connexion,
c’est ce qui sert & dériver les sections. Et ce n’est pas si évident, en particulier parce
qu’il y a plusieurs maniéres de le faire. Lorsqu’on dérive une fonction d’une variable,
on prend la limite du taux d’accroissement (c’est en tout cas la définition que j’ai

apprise au lycée) :
e—0 €

Cela signifie qu’il faut calculer la différence entre les valeurs de f en deux points
voisins. Mais voila, les valeurs d’une section en deux points voisins sont deux vec-
teurs qui ne vivent pas dans le méme espace! Il n'y a donc pas de maniére unique
d’en faire la différence, ni de maniére meilleure que les autres. Bien siir, lorsque I'on
a défini un systéme de coordonnées on peut calculer les dérivées partielles J,s de la
section s. Mais en passant d’une fibre & 1’autre, comme nous 1’avons déja remarqué
en parlant des G-fibrés, on peut s’autoriser une transformation (c’est-a-dire un en-

domorphisme). Globalement, cela donne un terme de la forme Ags, ot A, est une
section de End(E). Ainsi, une connexion D, s’écrira

DM=6N+AM

ce qui laisse beaucoup de possibilités.
Maintenant que nous avons allégrement écrit la forme générale d’une connexion,
peut-étre faudrait-il la définir :

Définition 1.1.5 Une connezion D sur M est une application C®(M)-linéaire de
I(TM) dans Uespace Der(T'(E)) des dérivations de T'(E).

Puisque tous ceux qui peuvent comprendre au premier regard une telle expression
ne liront certainement jamais cette section, accordons-nous quelques explications.
Soit donc v un champ de vecteurs sur M (donc une section de TM). La connexion
D lui associe une fonction D,. Souvenons-nous alors que nous savons additionner
les sections (v + w) et les multiplier par des fonctions C® sur M (fv). D est une
application C>(M)-linéaire signifie alors tout simplement :

Dy =Dy, + D, et Df'v = fD,

Ainsi, en écrivant v = v*0, dans la base 0, associée au coordonnées z# sur un ouvert
de M, on peut développer

Dy = Dyus, =v"D,
avec la notation D, = Dj,.

Grace & cette fonction D, nous allons ensuite dériver les sections de E. Cela signifie
que si s,t € T'(E), et f € C*°(M),

Dy(s+t) =Dy(8)+ Dy(t) et Dy(fs) =v(f)s+ fDu(s)

ot v(f) = v*8,f. Cette deuxiéme relation n’est rien d’autre que la régle de Leibniz,
qui indique comment dériver un produit. En composantes, elle s’écrit en effet

Dy(fs) = (8uf)s+ fDys
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Revenons alors 4 la proposition par laquelle nous avons commencé : toute expression
D=0+ A, ou A= A,dz* est une section de End(E) ® T*M, est une connexion.
Réciproquement, toute connexion s’écrit sous cette forme?.

A s’appelle le potentiel-vecteur, mais est couramment, et abusivement, appelé
connexion. C’est une 1-forme 3 valeur dans End(E), qui sera d’ici peu le potentiel
de jauge du physicien.

D,(s) est la dérivée covariante de s dans la direction v. Nous venons d’expliquer
le terme dérivée. Il nous reste le terme covariante, que nous allons voir en précisant :

Qu’est-ce qu’une G-connexion ?

Puisque notre fibré est un G-fibré, il nous faut expliquer comment les connexions
s’articulent avec la structure de jauge, et en particulier, comment les transformations
de jauge agissent sur ces connexions. Rappelons que g est. une transformation de
jauge (g € G) si et seulement si g(p) vit dans G pour tout p € M. Comme nous
allons le vérifier, 'action suivante de ¢ sur la connexion D définit une nouvelle
connexion D' :

Di(s) =gD,(g7's)  clest-a-dire D, =gD,g* (1.5)

Avant toute chose, comme expliqué dans la note 3 (p.6), la dérivée D, se transforme
donc de maniére covariante, d’ol son nom. D’autre part, laissant le soin au lecteur
consciencieux de vérifier que D’ est C*°(M)-linéaire en v, et linéaire en s, nous nous
contenterons ici de vérifier qu’elle suit la régle de Leibniz. Si f est une fonction C*
sur M :

Dy(fs) = gDu(97'fs)
9Dy(fg™'s)
= gv(f)g s+ gfDy,(g7"s)
= v(f)s+ fD,(s)
oll, entre la premiére a la deuxiéme ligne, on se souviendra que I’action g~! sur s est
C>(M)-linéaire, comme celle de toute section de End( E)°.
Dans un systéme de coordonnées locales, nous pouvons donc en déduire la trans-

formation de jauge du potentiel-vecteur A (en écrivant bien siir D, = 8, + A, et
D,=08,+A,):

(Bu+4)s = D,=gDy(g7's)

= g(0, + Au)(g7"9)
9ALg s+ g(8ug ") + gg s
Ous + (gAug~" + 98,97 ")s

4 Bien sir, en toute rigueur, ces expressions sont locales. Elles s’entendent une fois choisi des
coordonnées z* sur un ouvert U et une trivialisation locale du fibré E sur U. De maniére générale,
il faudrait remplacer 8 par une connexion de référence D°, qui peut étre quelconque. Cela illustre
le fait qu’il n’existe pas de connexion meilleure que les autres dans ’absolu. De méme, le potentiel
A est en réalité une section de End(E|y) ® T*U.

°En clair, (971 fs)(p) = g7 (p)(£3)(p) = g7 (D) (P)3(p) = F(p)(g™"8)(p) = (fg"5)(n).
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ce qui donne finalement :
A, =gA97 + 90,970 (1.6)

On peut tout d’abord remarquer qu’avec g € G, gd,g~" vit dans l'algébre de Lie
g. Donc, pour que 'expression ait un sens, il est naturel de demander que A, vive
dans g. En effet, c’est & cette condition qu'il en sera de méme pour gA,g~!, et donc
pour Aj,.

Définition 1.1.6 On dit que D = J + A est une G-connezion si les composantes
A, dans un systéme de coordonnées locales vivent dons g.

Cette définition peut sembler maladroite, puisqu’elle privilégie un systéme de coor-
données locales. Mais si elle est vérifiée dans un systéme de coordonnées, la propriété
vivre dans g ’est dans tous les autres.

Avant de parler de la courbure, j’aimerais expliciter les formules que nous venons de
voir dans le cas ot G est le groupe U(1). U(1) étant un sous-groupe d’isomorphismes
de C, considérons pour simplifier le cas le plus simple : soit F le fibré en droites
trivial M x C. Puisque les endomorphismes de C sont isomorphes & C, le fibré
d’endomorphismes End(E) est alors isomorphe & E. Le potentiel-vecteur A est donc
une 1-forme & valeurs complexes. Ou plus exactement, en imposant qu’elle respecte
la structure de jauge, & valeurs dans 1’algébre de Lie de U(1) :

u(1) = {iz / z € R}

Une transformation de jauge g € G s’écrit alors g = e™*, ot A est une fonction® de
M dans u(1)7, et agit donc sur A par

A, = e A’ +e 2o,

= AL+
ce qui revient 4 ajouter i la forme A la forme exacte dA
A=A +dx (1.7)
C’est bien la transformation de jauge attendue pour un potentiel de jauge abélien.

Lorsque le groupe de jauge est U(n) (ou de maniére générale un groupe non-abélien
compact), le méme raisonnement conduit 3 la transformation infinitésimale suivante

8 X est ici une simple fonction parce que le fibré E est globalement trivial. C’est bien str une
section dans le cas général.

7 L’application exponentielle de g dans G est surjective lorsque G est compact et connexe. Si
le groupe est connexe mais non compact, alors tout élément X de G s'écrit comme produit fini de
telles exponentielles : X = e*1...e%®, z; € g. Enfin, si G n’est pas connexe, 'exponentielle est &
valeurs sur la composante connexe de I'identité.

D’autre part, méme dans le cas d’un groupe compact et connexe, ’exponentielle n’est en général
pas injective, ce qui autorise des groupes différents (SU(2) et SO(3) par exemple) 4 avoir la méme
algébre de Lie (ils sont alors dits localement isomorphes). Cependant, parmi tous les groupes
localement isomorphes & G, il existe un et un seul groupe connexe et simplement connexe : c'est
gon groupe de revétement universel Gy, et G ~ Go/71(G) (dans ’exemple, SO(3) ~ SU(2)/{xI}).
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(au premier ordre en A), ol cette fois A et A appartiennent a 1’algébre u(n) :

A = et +e ()
(1= NALL+X) +e29uM(eY) + o)
= Ay + AN — A4, + 8,

soit, en appelant & cette transformation infinitésimale
0A, = A:‘ — A, =02+ [As Al (1.8)

Bien siir, nous travaillons ici avec des notations de mathématiciens. Nous y revien-
drons 4 la fin de la section.

Le champ de jauge F,, est la courbure de la G-connexion A,.
Qu’est-ce que la courbure ?

La courbure mesure la non-commutativité de la connexion dans les directions de
deux vecteurs v et w. En effet, D, permet de dériver dans la direction de v, c’est-a-
dire de faire un déplacement infinitésimal le long de v. Plus exactement, elle indique
comment il faut bouger sur la fibre lorsque I'on fait un tel déplacement sur la base.
Mais lorsque 1’on se déplace d’abord selon v puis w, arrive-t-on au méme endroit sur
la fibre que si ’on fait inverse ? En général, non. Et c’est ce que mesure la courbure.

Définition 1.1.7 La courbure F de la connezion D est la section de End(E) ®
/\2 T*M définie, pour tout v,w € TM, par

F(v, w) = D,D,, — DD, — D[,,,w] (1.9)

ol le crochet [v, w] est le crochet de Lie de TM
[v,w] = (V8w — w'opt) §; (1.10)

Et la présence de ce troisiéme terme dans la définition de F' n’est pas anodine. Tout
d’abord, il permet 3 la connexion triviale D® = 3 d’étre plate, c’est-a-dire d’avoir
une courbure nulle. En effet, on a alors D% = v#8, = v, et donc

Foly,w) =vw —wv —[v,w] =0 (1.11)

D’autre part, il n’est pas du tout évident a priori que F(v,w), d’aprés la définition
1.1.7, soit une section de End( E'). Nous avons vu que ces sections sont exactement les
fonctions C*°(M)-linéaires de I'(E) dans I'( E). Or, si D, est bien un endomorphisme
de T'(E), il n’est pas C*°(M)-linéaire, puisque pour toute section s de E et fonction
fecl=(M):

Dy(fs) = fDy(s} +v(f)s # f Du(s)
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Cependant, comme nous allons le vérifier, les termes parasites s’éliminent dans ’ex-
pression de F

Fv,w)(fs) = Du(fDu(s) +w(f)s) — Du(fDy(s) + v(f)s)
~fDpp,uy(8) — [v, w](f)s
= fDyDys +v(f)Dus + w(f)Dys + v(w(f))s
~fDyDys — w(f)Dys — v(f)Dys — w(v(f))s
_fD[v,w]S - ['Ua ’lU](f)S
= f(Dqu ~D,D, — D[v,w])s
fF(v,w)s
On pourrait vérifier de méme que F' est C°°(M)-linéaire dans ses deux premiers
arguments v et w. De sorte que si 'on définit®

F, = F(8,,8,) = [Dy, Dy} (112)

on peut écrire pour tout v, w : F(v,w) = vfw’F,,.

Ces composantes F,,, nous permettent aussi d’écrire 'expression locale de la 2-forme
F a laquelle les physiciens sont habitués :

1
2
Puisque la courbure est définie en fonction de la connexion, qui est covariante sous

'action d’une transformation de jauge, il est trés facile de vérifier que la courbure

est elle aussi covariante. Ainsi, sous l'action de g € G, agissant comme élément de
End(E),

F=_F,, dz* Adz" (1.13)

F' =gFg! (1.14)
D’autre part, on peut calculer I’expression de F},, lorsque D, =, + A, :

Fo. = [0,+A4,08,+A)]
= [3,,,, 6!/] + [am A,,] + [Am 81/] + [Am Au]
= 9,4, — 0,A, + AL A)] (1.15)

Cette expression est la méme que (1.3) & des facteurs ¢ prés, qui viennent des défi-
nitions du potentiel de jauge et de la courbure du physicien. Encore une fois, nous
y reviendrons & la fin de cette section pour faire le point.

Enfin, la relation (1.15) reliant les composantes des formes A et F' dans un sys-
téme de coordonnées locales, on peut légitimement se demander comment écrire
Pidentité sur les formes elles-mémes. Malheureusement, nous n’avons pas défini F
directement & partir de la connexion, mais seulement F(v,w). La forme elle-méme
a été seulement reconstruite. Pourquoi cela? Parce que nous ne savons pas écrire
la connexion D “comme une forme”, c’est-a-dire comme D,dz*. Ou pour utiliser le
langage approprié, nous ne disposons pas de la différentielle associée & D. Dés que
nous l'aurons défini, nous verrons que (1.15) s’écrit effectivement de maniére trés
élégante en terme de formes. Et nous pourrons aussi exprimer simplement I'identité
de Bianchi et 1'équation de Yang-Mills. Mais pour cela, il nous faut faire...

80n se souviendra que [8,,8,] = 0.
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Un peu de calcul différentiel

Nous allons maintenant formaliser un peu le calcul différentiel & valeur dans un fibré.
En effet, le potentiel de jauge A est une 1-forme & valeurs dans End( E), tandis que la
courbure F' est, comme nous venons de le voir, une 2-forme & valeurs dans End( E).
De maniére générale, nous allons donc utiliser des p-formes a valeurs dans E et
End(E), c’est-a-dire les sections respectivement de EQ AT*M et End{E)QAT*M.

La forme des p-formes Tout d’abord, ces p-formes s’écrivent comme sommes
des p-formes primitives s ® w et T ® w, ol w est une p-forme usuelle sur M (s et
T étant bien siir des sections, respectivement, de E et End(E)). Dans un systéme
de coordonnées locales, on peut donc les exprimer dans la base des dz’, ou I est un
multi-indices : I = (31,42, ...,%)-

— Une forme & valeurs dans E s’écrit localement : s; ® dz'..

— Une forme & valeurs dans End(E) s’écrit localement : T; ® dz’.

Produit(s) extérieur(s) On peut définir le produit extérieur de différentes p-
formes, mais attention, on ne peut pas pour autant s’essayer & n’importe quelle
combinaison. Tout d’abord, on peut multiplier les formes 4 valeurs dans E et End(E)
par une forme usuelle « € A T*M, par

(s@wiha=35® (wAa), (TR®w)Aa=TQ® (wAa) (1.16)

Bien sfir, cette formule, comme les snivantes, s’étend aux formes non primitives par
C>°(M)-linéarité. Remarquons qu’en considérant la section s comme une O-forme sur
FE, cette définition nous permet d’écrire sAw la p-forme s®@w. Nous n’utiliserons pas
ici cette facilité, pour bien marquer la différence entre la partie section et la partie
forme de ces objets.

Dans le cas des formes sur End(E), on dispose de plus d’une multiplication sur les
sections de End(E), la multiplication des endomorphismes, ce qui nous permet de
définir le produit extérieur?

(SR)INTRL =8T(aApb) (1.17)

alors que cela est impossible entre deux formes sur E, puisqu’on ne sait pas multiplier
deux sections de E. Par contre, les sections de End(F) agissent sur les sections de
E, définissant donc naturellement le produit extérieur :

To®a)As®B)=T(s)®(aApB) (1.18)
entre T® o € End(EYQ AT*M et s € EQ AT*M.

Revenons sur le produit extérieur entre deux formes a valeurs dans End( E). C’est le
seul produit, parmi ceux que nous avons défini ici, qui puisse s’écrire dans les deux
sens S, AT, et T, A S, ot S, et T, désignent respectivement une p-forme et une

9 Notons qu’en général le produit S7" n’a rien & voir avec le produit T'S, et ce produit extérieur
n’est donc pas antisymétrique (méme de maniére graduée).
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g-forme sur End(F). Comme nous 1’avons déja remarqué, ces expressions ne sont
pas antisymétriques, et nous pouvons donc définir le commutateur gradué :

[S,;, T =S AT, — (1) T, AS, (1.19)

Ce commutateur serait identiquement nul sur des formes 4 valeurs réelles. Ici, on
peut le relier au commutateur entre endomorphismes, en utilisant ’antisymétrie
graduée de la base locale!? :

[Sr®de’, Ty ®@dz’) = S5/Ty®da! Adz! — (-1 T3S; @ dz’ Adax!
= (SITJ — TJS[) Y diEI A dIL'J
= {S[, TJ] ® d(BI A d:IJJ

Ce commutateur vérifie la propriété d’antisymétrie graduée :

[Sp’ Tq] = _(_1)109 [Tqa Sp]

Différentielle extérieure covariante sur £ On veut généraliser la notion de
différentielle extérieure (d) pour la rendre compatible avec une connexion D quel-
conque. En effet, si 'on considére la connexion triviale DY = v (qui s’écrit simple-
ment en coordonnées locale D) = 8}, elle est naturellement reliée a la différentielle
extérieure par la formule

DY(f) = v(f) = v*8,f = df (v) (1.20)

pour toute fonction f. Dans un fibré, ce sont les sections qui jouent le role des
fonctions, et on définit donc la différentielle extérieure covariante dp associée A la
connexion D par

dps(v) = Dy(s), soit localement dps = D,s® dz* (1.21)

Les sections de E étant les 0-formes & valeurs dans E, cette définition s’étend na-
turellement sur une p-forme quelconque. dp est donc 'opérateur de degré 1 sur
Ialgébre extérieure a valeurs dans F :!!

dp(sr ® dz') = D,s; ® dz, A dx’ (1.22)

On pourra noter au passage la forme élégante de cet opérateur sur une forme pri-
mitive, oll 'on voit bien apparaitre la régle de Leibniz (qui disparaissait dans la
formule précédente puisque d(dz’) =0) :

dp(s®w) =dps Aw+sQdw (1.23)

10 Lorsque dz! est une p-forme et dz”’ une g-forme,

dz! Adz! = (—1)P dz? A dx!

11 On peut remarquer que cette formule généralise simplement celle de la différentielle d'une
forme usuelle :

d(wrdz’) = 8wy dz” A dz’
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Précisons aussi qu'il n’y a aucune raison pour que la différentielle dj; soit de carré
nul. En fait, ce n’est le cas que si la connexion D est plate. Plus précisément :

dp*(s;®dz’) = D,D,s; ® dz" Adz” Adz’
= —;- [D,, D,) s1 ® dz* Adz” Adz'
= F A(s;®dz) (1.24)

Différentielle extérieure covariante sur End{E) Pour pouvoir faire le méme
travail sur End(E), il nous faut d’abord y définir une connexion. Plus exactement,
puisque nous disposons de la connexion D sur E, nous aimerions disposer sur End( F)
d’une connexion “compatible”. Et il existe effectivement une (unique) connexion D,
dérivée de D an sens ol

Définition 1.1.8 La connezion D sur End(E) est définie par
(D,T)(8) = Dy(Ts) — TDy(s) = [Dy, T]s (1.25)
pour tout champ vectoriel v sur M, section T de Fnd(E) et section s de E.

Le comrmutateur est celui des endomorphismes de ['(E) (au sens linéaire et pas
C*®(M)-linéaire), que sont D, et T. Il n’est pas évident a priori que le résultat soit
C>(M)-linéaire, et donc section de End( E}, mais c’est bien le cas, comme on pourra
le vérifier facilement. Ainsi, pour faire plus court que la définition, on peut écrire
localement

D,T =[D,,T] (1.26)

Muni de D, nous pouvons maintenant dérouler la mécanique de la différentielle ex-
térieure covariante, mais cette fois sur End( F). Pour ne pas alourdir inutilement les
notations, nous continuerons & noter dp cette différentielle (et pas dp), qui est de
toute facon 'unique généralisation aux formes & valeurs dans End( E) de la différen-
tielle dp initiale. Ainsi, comme précédemment :

— dp est définie sur End(E) par

(dpT)(w) = D,T ie. dpT = D,T®dz" (1.27)
— dp est définie sur End(E) ® A T*M par
dp(T; ® dz!) = D,T; @ dz* A dz! (1.28)

On pourra noter que ces définitions conduisent 4 la formule de Leibniz graduée (qui
généralise la formule (1.23))

do(nAx) =dpnAx+ (=1 nAdpx (1.29)

ol p est le degré de la forme 7. Cette expression est valable que les formes 7 et x soit
des formes usuelles, ou & valeurs dans F ou End(E) (c’est-a-dire toute combinaison
compatible avec ’expression 7 A ).
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Enfin, comme pour les formes & valeurs dans F, le carré de la différentielle dp
appliqué 4 une forme n = T;Rdz! 3 valeurs dans End(E) fait intervenir la courbure :

dp®n = [D,,[D.,Ti]] ® dz* A dz” A dz’
= 2 (D (Do, Ti]) - Doy [ i) ® do¥ Ada? e

_ % (1D, D}, T1] ® da* A da” A da!
= [F,7] (1.30)

Le potentiel de jauge et la courbure — Acte II : les formes

Si nous décomposons la connexion sous la forme D = D%+ A, ott D° est la connexion
plate standard Dﬂ = Jy, nous pouvons expliciter 'action de la différentielle exté-
rieure covariante dp sur les formes a valeurs dans E et End(E). On notera que la
différentielle extérieure associée & DO est la différentielle usuelle : dpo = d. En par-
ticulier, d? = 0.

Sur la forme x = s; ® dz’ & valeurs dans E,

dpx = Dusy®dz* A dz!
(Dﬂ + A,)sr ® dz* A dx’
= dx+AAx (1.31)
De méme, sur la forme 5 = Ty ® dz! & valeurs dans End(E),
dpn = [D,,Ti] ® dz* Adz’
[D9,T;] ®da* Ada’ +[A,,Tj] ®da# Adz’
= dn+[A,n] (1.32)

Gréce 3 ces expressions, nous pouvons écrire la relation entre les formes F' et A. En
effet, pour toute forme x & valeurs dans F, et d’aprés (1.24) :

FAx = dp’x=dp(dx+AAX)
= d*x+dAAX—AANdx+ANdY+ANANY
(dA+ANA)A Y

ce qui conduif 3 la formule
1
F=dA+A/\A=dA+§[A,A] (1.33)

dont on peut vérifier qu’elle redonne effectivement ’expression (1.15) pour les com-
posantes F,,.

L’identité de Bianchi

J’ai dit en introduction de cette section que je ne m’intéresserai qu’aux structures
de jauge, et pas aux actions, mais je ne peux résister 4 la tentation d’écrire les équa-
tions de Yang-Mills, tant elles sont élégantes. En toute rigueur, les équations ne sont
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pas 'action, donc accordons-nous cette faveur. De plus, nous allons commencer par
I'identité de Bianchi, qui est une identité topologique comme nous allons le voir, et
donc pas une équation dynamique.

Ecrites dans le formalisme des formes différentielles, les équations de Maxwell se
résument 4'2
dF =0, *dx F=J (1.34)

F étant défini comme étant la différentielle du potentiel de jauge (F' = dA), la
premiére équation est en fait une identité, puisque d? = 0. Toute la dynamique se
trouve donc dans la deuxiéme équation.

Dans le cas général, que nous traitons ici, cette situation se reproduit. La premiére
relation s’appelle I’identité de Bianchi, et s’écrit :

dpF =0 (1.35)

Nous pouvons facilement la démontrer, grace au calcul différentiel que nous venons
de développer, et en remarquant que

[A,ANA|=ANANA—ANANA=0
On a alors

dpF = dF +[A,F)
ddA+ANAY+[A dA+ AN A]
dANA—ANdA+[A,dA]+ [A,ANA]
[dA, A] + A, dA]

0

D’autre part, remarquons qu’elle s’écrit aussi, en composantes :
[Dyss [Dv, Dpl| + [D, [Dp, Du]] + [Dpy [Dy D] = 0 (1.36)

ol elle apparait simplement comme une forme particuliére de I'identité de Jacobi.

L’équation de Yang-Mills

Comme dans le cas d’'un groupe de jauge U(1) et de I'équation de Maxwell, la
dynamique d’une théorie de jauge quelconque est donc entiérement contenue dans
la deuxiéme équation. Dans sa version non-abélienne, elle porte le nom d’équation
de Yang-Mills, et sécrit :

x dpx F'=J (1.37)

12 J est la 1-forme qui désigne le courant électromagnétique. L ’opérateur x est I'étoile de Hodge,
qui échange les p-formes et les (n — p)-formes (ol n est la dimension de la variété M), selon
1

Hdaht Ao NEP) = o i, dE A A
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ol J est une 1-forme A valeurs dans End( E), appelée le courant, qui joue le rdle de
source. Nous avons de plus défini 1’étoile de Hodge sur les formes 4 valeurs dans
End(E) a partir de P’étoile de Hodge usuelle par la relation

* (TOw)=TQ*w (1.38)

On peut vérifier que I’équation de Yang-Mills se réduit bien & I’équation de Max-
well dans le cas d’un groupe de jauge U(1). En effet, dans ce cas, les sections de
End(E)® A T* M sont simplement des formes 4 valeurs complexes. C’est vrai en par-
ticulier pour A et F'. Cela signifie que dp agit sur ces formes comme la différentielle
ordinaire, puisque le commutateur gradué est alors identiquement nul. Par exemple,
dpF = dF'. Attention cependant, puisque dp reste non trivial sur les formes 4 va-
leurs dans E. En effet, il n’y a aucune raison pour que le terme en A A - disparaisse.

Etant une équation sur le champ F, il est évident a priori que I’équation de Maxwell
est, comme il se doit, invariante de jauge. L’évidence est moins flagrante pour 1’équa-
tion de Yang-Mills, puisque dans le cas général, F' est covariant et pas invariant.
Néanmoins, comme on peut le vérifier assez facilement, (1.37) est bien invariante de
jauge. En effet, g € G agit sur D comme
D,T = [D,,T)=[gDug",T]
= 9[Du, 9 'Tglg™"
= (Ad(g) D, Ad(g—l)) T (1.39)

ou Ad(g)T = gTg! est l'action adjointe de g. On en déduit
dp = Ad(g) dp Ad(g™) (1.40)

et puisque d’autre part, F' = gFg~! = Ad(g)F et que I'étoile de Hodge est complé-
tement transparente, cela donne

x dpx F' = Ad(g) x dpx Ad(g~')Ad(g)F = g(xdpx F)g' = J' (1.41)

ol J' = gJg~! est bien entendu le transformé de jauge de la 1-forme J & valeurs
dans End(E).

Pour conclure sur I’équation de Yang-Mills et I'identité de Bianchi, nous allons les
réécrire sur ’espace de Minkowski, en séparant les parties magnétiques ( B) et élec-
triques (), par analogie avec I’électromagnétisme. L’espace-temps se compose donc
de la dimension temporelle (t) et de I'espace a trois dimensions (z*). On décompose
F et J en formes sur I’espace (en dz* uniquement) :

F =B+ E Adt, J=7—pdt (1.42)
De plus, en travaillant dans la jauge statique (A; = 0), la connexion s’écrit

Dt = Bt, Di = 8,- + A,‘ (1.43)
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En remplacant dans la définition de F', on identifie alors les composantes électriques

et magnétiques :

E = E; dz', B= % €k B dz’ A dz* (1.44)

avec les expressions
E; = —0,A;, B =% (9;A, — OpA; + [A), Ar)) (1.45)
On peut alors réécrire 1'identité de Bianchi,
;B +[A;,B|=0, 8,B'+ €7 (0;Ex + [A;, E]) =0 (1.46)
et ’équation de Yang-Mills,
OE +[A,E)=p, —8E +€%(;Bp+[A;,Bx]) =7 (1.47)

Ces quatre équations sont similaires aux quatre équations de Maxwell, auxquelles
se sont ajoutés bien sfir les commutateurs non-abéliens, qui sont responsables de la
non-linéarité de la théorie de jauge (le champ de jauge non-abélien est autocouplé :
les gluons interagissent entre eux, alors que les photons s’ignorent).

1.1.3 Le(s) point(s) sur les i

Faisons d’abord le point sur les transformations de jauge, et plus exactement les
transformations infinitésimales. Pour les écrire, nous devons paramétrer 1’élément g
du groupe de jauge (plus précisément, g € G), sous la forme g = e™*. Nous l’avons
déja fait, de facon un peu cavaliére, pour A, avec néanmoins le résultat correct (1.8).
En faisant de méme pour F'  partir de 'expression (1.14), on trouve donc :

§A, =8 +[A, N, 6F =I[F) (1.48)

Pour é&tre moins cavalier, il aurait fallu définir proprement A, ce que nous pouvons
faire désormais. Tout d’abord, il suffit de supposer que nous travaillons avec un
groupe de jauge compact et connexe (voir note 7 page 12) pour s’assurer de la
surjectivité de Papplication exponentielle définie sur g. D’autre part, puisque le fibré
n’est pas trivial, A est une section de End(F), et bien siir A(p) € g en tout point p
de M. Autrement dit, dans notre nouveau langage différentiel, A est une O0-forme a
valeurs dans End(E) qui vit dans g. Et d’aprés (1.32) et (1.30), la transformation
infinitésimale 4 s’écrit alors simplement :

SA=dp), O6F =dpii (1.49)
ce qui est une généralisation élégante des transformations de jauge abéliennes

SA=d), SF=0 (=d)\

Enfin, concluons cette section en faisant le lien entre la notation des mathématiciens
et celle des physiciens. Que ce soit pour le potentiel de jauge A, la courbure F ou
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le paramétre de jauge A, la grandeur du physicien @), et celle du mathématicien Q,,
différent du facteur —i :

Qm =—1 Qp . (150)

Ainsi, pour un physicien, les expressions (1.33) et (1.15) pour la courbure s’écriront
F=dA—-iANA soit F,, =0,A —0,A,—1i[A,, A (1.51)

tandis que les transformations de jauge infinitésimales (1.48) deviennent identiques
aux transformations (1.4) que nous avions présentées au départ :

§A, =X —i[AuN =Du),  6F. =i[\ Fu) (1.52)

1.2 La transformation de Seiberg-Witten (1)

1.2.1 Branes et action de Born-Infeld

La théorie des cordes contient la gravitation (A travers la supergravité, version super-
symétrique de la Relativité Générale), et les théories de jauge. Comme nous ’avons
dit dans I'introduction, la métrique de la Relativité Générale est I'un des modes de
masse nulle des cordes fermées. Mais en théorie des cordes, elle est naturellement
accompagnée par le champ antisymétrique B,,, qui joue le réle d’'un champ élec-
tromagnétique de fond. D’autre part, les cordes ouvertes, dont les extrémités sont
attachées sur des branes, reproduisent les théories de jauge : une brane unique pour
une théorie U(1), un paquet de n branes empilées pour une théorie U(n).
Lorsqu’une D-brane est plongée dans un champ de fond g, + B,, quelconque, sa
dynamique est décrite par I'action de Born-Infeld!3

Spr = 51— fdx"\/det(g + B + 2na' F') (1.53)
8

Cette action est exacte si 'on néglige les dérivées des champs (en particulier, elle
est exacte en of A cette approximation prés, c’est-d-dire que les seuls corrections
sont des corrections dérivatives, contenant bien sir autant de o/ que nécessaire). Au
premier ordre en ¢, elle redonne 'action de Maxwell sur la brane, comme on peut
s’y attendre. C’est par contre un probléme ouvert que de déterminer les différents
types de correction dérivatives (en dérivées de g, B, F' ou tout mélange) de cette
action.

Lorsque plusieurs branes sont coincidentes, la théorie de jauge devient non-abélienne.
Au premier ordre en o/, on doit cette fois retrouver une théorie de Yang-Mills. Et la
forme elle-méme de ’action de Born-Infeld doit étre généralisée. En particulier, en
effet, le champ F est alors & valeurs matricielles, et la combinaison B + F' n’a plus
de sens. Cela oblige 4 prendre la trace (matricielle) de F. Mais plus grave encore,

13 C’est 1’action sur le secteur de Neveu-Schwarz, ici en I’absence de dilaton. Pour I'action totale,
il faut lui ajouter I'action de Chern-Simons pour le sectenr de Ramond-Ramond.






