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ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что задачу с одним кулоновскам центром 
/водородоподобный атом/ можно решать как задачу 
теории представлений группы 0(4) ] , 2 йлн более широких 
групп 0(4,1) 3 и 0(4,а) ' 4 , 5 / . Волновые функции водородо-
лодобного атома при этом реализуют собой специальный 
базис вырожденного представления группы 0(4) или упо­
минаемых более широких групп. Рекуррентные соотно­
шения, связывающие между собой соответствующие ра­
диальные интегралы <г п > 6 ' ' , являются следствием 
этих групповых свойств. 

В работе показано, что для задачи с двумя кулонов-
скимн центрами имеет место, вообще говоря, аналогич­
ная ситуация. Эту задачу, например, для случая дискрет­
ного спектра Е. -О, можно решать как задачу теории 
представлений определенных некомпактных групп, причем 
функция, являющаяся произведением радиальной и угловой 
двухцентровых функций на exp ( i m a + i m/8), реализует со­
бой базис вырожденного неканонического представления 
группы, являющейся прямым произведением двух групп 
движений трехмерных пространств У(3)0'Р(2,1) илиболее 
широких групп движений шестимерного пространства 
? ( 5 . 1 ) , У(4.8) нпр. 

В отличие от одноцентровой задачи, оператор Е , 
соответствующий оператору энергии, не является опе­
ратором Казимира рассматриваемых групп и потому не 
коммутирует со всеь&и генераторами этих групп. Опе­
ратор Е и оператор Л , который соответствует "допол­
нительному" коммутирующему с Е оператору в задаче 
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двух центров, имеющему собственные значения, равные 
константе разделения Aj , входят в набор взаимно 
коммутирующих операторов, определяющих неканониче­
ский базис в рассматриваемых группах. Это связано 
с тем, что уравнение Шредингера с двумя кулоновскнми 
центрами допускает разделение переменных только в 
одной системе координат /в отличие от задачи с одним 
кулоновским центром, где таких систем координат не­
сколько/, а также с тем, что вырожденность значений 
энергии /пересечение термов при некоторых значениях 
межъядерного расстояния А / имеет место только то­
гда, когда не менее двух квантовых чисел из трех 
различаются, в то время как в одноцентровон задаче 
при данном значении главного квантового числа N энер­
гия вырождена при всех возможных при этом значениях 
квантовых чисел ( ,ш. 

Следствием рассмотренных в работе групповых 
свойств задачи двух центров является полученная в' 8 / ли­
нейная алгебра двухцентровых интегралов, которая пред­
ставляет собой, по существу, реализованную в данном 
базисе алгебру матричных элементов выбранных нека­
нонических представлений рассматриваемых групп. 

ЗАДА ЧА ДВУХ ЦЕНТРОВ 

Напомним, что для двух кулоновских центров /адиа­
батическое приближение в проблеме трех тел, взаимо­
действующих ло закону Кулона/, решение уравнеьшя 
Шредингера в сфероидальной системе координат сводится 
к нахождению собственных значений и ограниченных 
собственных функций системы уравнений ' 9 - 1 0 / : 

2 

< 9 £ 2 <?£ 2 • £ - 1 J 

/ l a / 
g 

[(l- , 2 )JL-2V-4- + -TT-LQ -*8)+°irV-°Аг1 Ф.foW-o 
dv 

^ . ^ а - О ^ - л . - - ^ . i / 1 6 / 
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2 
[ _ i _ + m

2 ] W i ( a ) = 0 K f < ° o , -1<7)<+1, 0<а<2тг. 
да * J 

Здесь R - расстояние между ядрами; А .• - константа 
разделения; a ^ R ( z 2 + Z j ) , b ^ R ( Z 2 - Z j ) ;'zt Z s " за­
ряды ядер. Система единиц: "h- m =е =1 . 

Для дискретного спектра (Е. < 0) решениями системы 
/ 1 / , ограниченными в заданных областях, являются 
ортогональные между собой функции '9-Ю/. 

-» ima 
* (г ;R)-N (R)P ( f ;R )0 . ( j ? ;R )e . / 2 / 

.1 J J J 

соответствующие собственным значениям А̂  =A.(R) ,_ 
l i ; -Е,-(R), j -N,L ,m - набор сферических квантовых чи­
сел, соответствующий квантовым числам объединенного 
атома с зарядом (Z j +Z 2 ) . N j(R) - нормировочный множи­
тель, который обычно выбирается так, чтобы 

а 
3 R 3 

d n . - ^ - C t 2 - , 2 ) d f d r , d a ^ - - d r d a . / 3 / 
о о 

ГРУППЫ ДВИЖЕНИЙ 

Рассмотрим группу, являющуюся прямым произве­
дением двух групп движений трехмерных пространств 
f(3)Q 'f (2.1) . 

Группа У (3) состоит из сдвигов и вращений простран­
ства координат у j с метрикой: 

y i y i = y 2 + y 2 + y 3 • / 4 / 

а группа '?(2,1)- из сдвигов и вращений пространства 
У„ с метрикой: 

y / ^ y 4 2 + y 5 2 - y 6 • / V 
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Инфинитезимальные генераторы '•?(%): 

.t <L НУ, ~-yJ—). j.k-i.a.3 V " 1 dyj ' ~Jk~ ' v ' i dy k 'kdyj 

и !?(2.1): 

X « - 1 
С < ? У , 

/ 1 - 4 . 5 . 6 

е 4 б = - 1 ( У 4 ^ Г ^ б Т ) Г ) 

/ 6 / 

'б - " ' 5 * В . - - | < * Э 7 Г + ' . - 5 У - > 

£ = - i (У» t У* - t ;—) 
45 tf*ay6

 5 <?У 4 

/ 7 / 

удовлетворяют соотношениям структуры: 

[ х ; , х . l = 0 . t x 1 . f I ] l o l ( f i l k x J - e l j x k ) . 

V < 
1 , i = j =1 ,2.3 

О , М j 

1 £ 1 в Л Я Ь 1 £ 8 д . ^ a i ' V - i ^ з • № 8 a - f 8 t l - l f i B 

[х ,х ] -0 , [ х „ , £ , l - i ( S х - 5 х ), 



1 , ц - v - 4,5 

—\,\L=V = 6 

I 0 , ^ i/ 

[if .£ l - i i ' 
4b 46 56 

i f 46 ' 

[x , £ . . ] = 0 д,г,<7=4.5.6; i , j , k = l , 2 , 3 . / 8 / 

Дифференциальные операторы / 6 - 7 / действуют на 
функции f j(y"). которые определяются выбором конкрет­
ного базиса j . 

Предполагая, что соответствующие интегралы су­
ществуют, перейдем к х -представлению (f j (У*) = 
= | ехр (- ixy)4 J

J (^)dx') и выберем диагональными 
следующие коммутирующие между собой операторы: 

С, - x f + x ^ x 2 ; C 2 - ( x f + x 2

2 + X

8

3 ) L S - x . x . . ? j k £ j k 

C q = x 2 + x 2 - x 2 ; С = ( х 2 + х 2 - х 2 ) М 2 - х х .? £ / 9 а / 
3 4 5 6 4 v 4 5 6 v а ии ац. ' ' Л ' 

1? 45 / 9 6 / 

Л 1 -*2 _ -»S 
Е = «—5— [ ~ м + 2ах - L +2Ьх 2(х 6

2-4) 
/ 9 в / 
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2 л Й л 
(хо - C i ) -»о _ ( x f t - С , ) -*2 
( х

6 ~ х з > ( Х 6 х з > / 9 г / 

где а , Ъ- некоторые постоянные; Lz^ J?g

8

3 +-^ 1 +£ 1 2 ; 
$ 2 з £ 4

2

6 * ^Ве -^f & . Cj ,C a , С 3 , С 4 являются опера­
торами Казимира 7(3) и У(2.1). 

Непосредственным вычислением можно убедиться, 
что 

с 2 .- о: с 4 ~ о. / ю / 

т.е. что рассматриваемое представление - вырожденное. 
£ 12 • ^45 " инварианты однопараметрических подгрупп 
вращений в '(' (3) и ?(2,1), соответственно. Е. А - не­
канонические диагональные операторы, л можно запи­
сать также в виде: 

А - [ М 2 + 2(С1~^в)Е-'ахв } / П а / 

A = [ - L 2 + 2 ( C t - x f )Ё + b x 3 ] . / 1 1 6 / 

Введем систему координат, в которой генераторы 
/ 6 - 7 / , действующие / в х-представлении/ на функции 
^ ( х ) = Ч.((,т,Л . a , /3 ) . имеют вид: 

R 2 x t = —VI -ij °OSa 0<R<~ , -1< 

Х 2 " | - V 1 - ' / 2 s i n « 

R R 
*»-jn x 4 = "5-

0<a <2JT , 

V £ - l cos/3 

x 5 = - Vf 2 - i s i n )3 

0</3_<2тг 

/ 1 2 а / 
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го . , ,„ 2 • " COS a д „ 
2 3 a4 ^1-П2 д а 

i ' - _ i ( _ V l - , 8 C 0 B a . a _ - Sina А 

1 2 да 

i' 6 e = - KVf 2 -1 сое/j i ===== - V ) . 
'"'£ v ? - l ^ 

Как видим, генераторы Г 1 а i ' 4 5 , входящие в набор 
взаимно коммутирующих операторов / 9 / , диагональны 
по переменным a.fi- Следовательно, имеем: 

a a J J J 

- i - 4 - Ч 1 . ( f .V .R .o . /3 )«m,Y. ( f , , , R , a . / 3 ) . / 1 3 / 
o p ] J J 

im ,a im ./i 
т .е . V . ^ . T / . R , a,/?)=<£. ( f , , , ,R)e e J 
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где ш, , m , - собственные значения операторов -^2>^4t., 
соответственно. 

Остальные операторы /9а,9в ' • / в системе координат 
/12а/ с учетом /13/ выглядят следующим образом: 

R 2 ~ 2 

С, = — ; С Р = 0 ; С - — — - ; С„ - 0 / 1 4 а / 

. ^ « . „ J ^ ' .f. -Ш1-
R T ( f B - , 8 ) 1 " * ' ^ ' ~ ^ ' < f 2 - l 

, 9 1 1Л: 

/14в/ 

(ГЧ ) * _ „ 8 / v v " a f a т ~ " ^ " " ' f 2 - i 

+ i ^ [ ( l _ , « ) 4 ^ - 2 , ^ + b 4 - - % - | / И г / 
(Г-Ч ) < / г' ^ !-'/ 

b «b.R; а ж a.R . 

/На-116/ при этом имеют вид: 
- 2 

2 л л 2 л m 

дГ <?£ 2 <?2-1 
/15а/ 

.[ (1 - ,8 ) | _ . ^ ^ . ^ d - . ^ R - E . + b _ Ц _ ] . / 1 5 / 
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Выражения / 1 5 а - 1 5 6 / можно также получить непосред­
ственно из / 14в -14г / . Переменные £ , г/ в / 1 5 а - 1 5 6 / 
разделяются и, следовательно, функции Ч. (i.-q ,R ,a./i ) 
можно представить как 

*.( .?.г/ .R.«./3)«N (R)F (,£;R)<|) ( 7 , ;R)e . / 1 D / 

J J J J 

Для нахождения функций Fj (f ; R ) • 'l'j (?/lR ) 

необходимо решить уравнения: 

1 ( ^ - 1 ) — т +2f + L ( f - L D + a f ьЛ, -

F. (f ;R)=0 / 1 7 / 
? * - l J 

a , / „ _ <? K 2 E j 
[ ( 1 „ , Г ) . ' Л _ _ 2 7 , _ + _ _ ^ ( 1 _ ^ ) + Ь , - Л ( 

m i Ф. (,, ;R)=0, / 1 8 / 
2 j 

где Л| , E , - собственные значения операторов А , E , 
соответственно. N:(R) • нормировочный множитель. 

Определение же при заданных а ,b , R , m•,m, всех 
возможных значений Ej ^E.(R) ' :0 , A =A :(R) и ограничен­
ных в соответствующих областях функций F, (£;Н).Ф,(»у;Ю 
системы уравнений / 1 7 , 1 8 / приводит при т . = пк=т к 
задаче, полностью эквивалентной задаче двух центров 
квантовой механики / 1 / . При этом функции / 1 6 / , явля­
ющиеся решением / 1 7 , 1 8 / и реализующие собой базис 
вырожденного неканонического представления рассмат-
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риваемой группы 9(3)09(2,1), равны двухцентровым 
функциям / 2 / , умноженным на exp(im/3). Выражения 

/ 1 4 в , г / для операторов Е и А совпадают при m.=m=m 
с выражениями для операторов энергии Е и константы 
разделения Л в сфероидальной системе координат в за­
даче / 1 / 1 0 . Переменная R , представляющая собой в 
системе координат / 1 2 а / половину радиуса сферы / х? + 
+ х 2

2 fxjj / /равную также + V x ^ - x | - х | / в задаче /\/> 

равна расстоянию между ядрами. 
Вычисление матричных элементов генераторов / 1 2 / 

в базисе / 1 6 / сводится, как нетрудно видеть, к вычисле­
нию двухцентровых интегралов по i и аналогичных ин­
тегралов ПО Г) . 

При необходимости рассматривать также двухцент-
ровые интегралы, содержащие производные по R , можно 
расширить обсуждаемую здесь полупростую группу 
' /"(3)0 З1 (2,1) до простой группы •|'(5.1), реализуемой 

движениями шестимерного пространства координат у г с 
метрикой: 

о о о о о о 
V У -= V + У " + У f V +• V" - V " . / 1 9 / 

Дополнив набор генераторов / 6 , 7 / генераторами 

^ - - ' ^ • ' . " V / 2 0 / 

b J 

перейдем к х -представлению и выберем набор диаго­
нальных коммутирующих операторов, соответствующий 
набору / 9 / . Возникающие при этом в группе 'Р(5,1) до­
полнительные диагональные операторы в силу вырожден­
ности выбранного представления к каким-либо новым 
соотношениям не приводят. 
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В системе координат /12а/ получим те же уравнения 
/17,18/, которые сводятся к задаче/1/и решения которых 
в случае группы 9(5,1) будут реализованы на конусе: 

А+4 + х з 8 + х 4 г + 4 - х б 2 -° - / 2 1 / 

Генераторы / 2 0 / в х -представлении в системе 
координат / 1 2 / при этом имеют вид: 

£.. = - W ( r 2 - l ) ( l - ' ? 2 ) [ c o s a C o s j S ( f ^ - + , 7 — ) -1 4 d? or) 

( , f 2 - l ) d£ (1-7? 2) d a r 9 R 

i D

2 4 - - W ( ^ -1Х1-Ч ) feiiiacae0(f ^ - + l , - J - ) 

( £ 2 - l ) ^ ( I - , 2 ) *« ' dR 

- ^ c o s ^ R - ^ ] 

£ , — iVCr- lXl -^HcoSaSinf l^ f ' - | _ ) + 
1 3 of dq 

^I^T-S-'-SW-s-—-"•ar1 
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£ - _ i V ( f 2 - l X l V ) [ s i n a s i n / 3 ( f i - + , / - ) + 

+ sm |_cosfl , . 1 _ sin/jcosg i _ - s i n ^ s i n ^ - ] 
(f 2 -D ^ d V ) °̂ ^ 

i%5 = - i V ' ( f 2 - l ) [$™№ ч ̂ — (1 -r, 8)^L ) , 

* l e - - i V l - T 2 [ c o s a ( - ( ^ 2 - l ) 4 - - ^ ) ; i . - ) 

^ s i n a •? t n '-' ffcos«R-— 
1 _,, 2 <9a dR 

. 2 , 4 <) 

1 _ „2 <?a JR 

Подобным образом рассматривая соответствующий 
базис в группе ?(4 ,2)- группе движений шестимерного 
пространства координат с метрикой: 
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W ~ y ! + y l + У 3 - У 4 2 - у 2 5 + У 6 ' / 2 3 / 

можно также прийти к задаче / 1 / . 
Вычисляя инфинитезимальные генераторы этой груп­

пы 

X j = ~ l d y j 

к д 

5 4 

j,k - 1 , 2 , 3 , 6 

в х -представлении в системе координат: 

R р" 
х = ~ ч/1 - rf cos a cos у 

v'2 

R 2 
I , ~ v ' l - , SUlaCOSy 0<R <<*= - 1 < л < + 1 

г v'2 
-5_ 
V2 

x 3 =-—jycosy 0 < п < 2 я 0<у<-2 

0</3<2^ 

x - - S - y ' f 2 - 1 coSjSsiny +l<f<oc 

x

5 =~Vf 2 - l8in/3siny - 6 ^ r 

/24/ 

V2 

JLv^-lsinesinv *,-:=-fsliiy, /25/ 
\/2 
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получим, что L j k , j , к = 1,2,3 , L 5 6 , L 1 6 . L 4 5 будут иметь 
тот же вид, что я £ J k , j , к =1.2 ,3 ,? 5 6 Л'46 , Р 4 6 в группе 
f(3)@ У(2,1 ) в системе к о о р д и н а т / 1 2 / . 

Выбрав набор коммутирующих операторов, подобный 
1 1 

набору / 9 / , при cosy = siny = - - - , - - — = 0 придем к за -
V2 ду 

даче / 1 / . 

Аналогичное рассмотрение более широких групп, на­
пример, конформных групп шестимерных пространств /19 / , 
/ 2 3 / или группы, являющейся прямым произведением двух 
конформных групп пространств / 4 / и / 5 / , приводит при 
выборе соответствующего набора коммутирующих опера­
торов типа / 9 / к задаче, которая эквивалентна задаче 
двух центров квантовой механики / 1 / . Вычисление же 
матричных элементов генераторов этих групп сводится 
к вычислению двухцентровых интегралов, причем некото­
рые из этих интегралов содержат первую н вторую про­
изводные по R . 

Не останавливаясь здесь подробно на всех аспектах 
выбранных представлении упоминаемых в работе групп, 
заметим лишь, что все эти представления являются 
неканоническими представлениями в теории групп. Для 
группы трехмерных вращений неканонические представ­
ления впервые были рассмотрены в работе ' " в связи 
с квантовой теорией несимметричного волчка. 

Заметим также, что рассматриваемые группы'Рф)©!?^,!)' 
У1 (5,1) , У(4,2) являются группами движений /сдвиги и 
вращения/ соответствующих пространств, а не группами 
вращений, как группы водородоподобного атома. 

Полученная в ' 8 ' ' линейная алгебра двухцентровых 
интегралов является следствием рассмотренных здесь 
групповых свойств задачи / 1 / . Соотношения ортогональ­
ности / 3 / , которым удовлетворяют функции / 2 / , представ­
ляют собой при \4\ частный случай этой алгебры. 

Г заключение благодарю Я. А. Смородинского, И.В.Ко­
марова, Д.П.Желобенко, Л.И.Пономарева, А.Т.Филиппо­
ва, С.Ю.Славянова за весьма полезные обсуждения и 
ценные замечания. 
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